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Fortsetzung auf der III. Umschlagseite 


Paul Funk 
Zum 70. Geburtstag 


Zu einer Wiirdigung Paul Funks die Feder zu ergreifen, ist eine vielleicht nicht 
sehr dankbare Aufgabe. Unser Jubilar, das wissen alle, die ihn kennen, ist jedweder 
Ehrung, jedem in den Mittelpunkt des Geschehens gestellt werden, durchaus abhold. 


Hiezu kommt noch, 
da8 Funk wie kaum 
ein anderer der Zunft 
der Biographen ihr 
Handwerk erschwert, 
daB, wo er selbst ge- 
zwungen war, die Ge- 
schichte seiner Ent- 
wicklung anzudeuten, 
er diese Aufgabe in 
kaum zu _ iibertreffen- 
der Diirftigkeit erle- 
digt hat. Im wbrigen 
bewegt sich sein duBe- 
rer Lebenslauf in un- 
auffalliger Mitte zwi- 
schen dem des iiber 
die Grenzen der Heimat 
nie Hinausgekomme- 
nen, mit ihr daher zeit- 
lebens Verbundenen, 
und dem des Wan- 
derers. 

Paul Funk wurde 
am 14. April 1886 zu 
Wien geboren, hat 


aber seine Mittelschul- 
jahre erst in Baden bei 
Wien, dann in Gmun- 
den verbracht und ein 
Hauch landlich-alpiner 
Frische ist fiir immer 
an ihm haften geblie- 
ben. Funk entschied 
sich fiir das Studium 
der Mathematik und 
Physik. Das Wan- 
dern von einer hohen 
Schule zur anderen, 
ein einst an deutschen 
Universitéiten einge- 
lebter Brauch, war in 
Osterreich niemals in 
gleichem Mae einge- 
drungen. Aber unse- 
rem Jubilar lag diese 
Sitte. So begann er an 
der Universitat Tiibin- 
gen, wo A. Brill sein 
Lehrer war, kehrte aber 
schon nach einem Jahr 
nach Wien zuriick, 


ohne an den Instituten der Wiener Universitat so richtig Wurzel zu fassen. Es ent- 
sprach mehr einem plotzlichen Einfall als der Verfolgung eines Planes, dal er der 
Anregung eines Freundes, eines Naturwissenschaftlers, folgte und mit ihm an die 
Universitit Gottingen iibersiedelte, wo fiir Funk die entscheidende Entwicklung begann. 
Er wurde Schiiler D. Hilberts und 1911 auf Grund einer spaiter in den Mathemati- 
schen Annalen (74. Bd., 8S. 278 bis 300, 1913) verdffentlichten Arbeit Uber Flachen 
mit lauter geschlossenen geodatischen Linien“‘ zum ,,Doktor der Naturwissenschaften‘ 
promoviert. Funk war in Géttingen aber auch ein eifriges Mitglied der jungen Schule der 
Angewandten Mathematik, die sich um Felix Klein gebildet hatte. Die von Hilbert und 


Klein einerseits auf dem Gebiete der Geometrie und Variationsrechnung, anderseits 
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auf dem Gebiete der angewandten Mathematik, insbesondere der Mechanik empfan- 
genen Anregungen waren fiir das weitere Schaffen Funks und seine Denkweise von 
ausschlaggebender Bedeutung. 

Nach Wien zuriickgekehrt, legte Funk an der Wiener Universitat die Lehramts- 
priifung fiir Mathematik und Physik ab und lieB — er wollte auch als Prophet im 
eigenen Vaterlande gelten — sein Doktordiplom mit der in Osterreich heimischen 
Bezeichnung ,,Doktor der Philosophie“ nostrifizieren, was mit einer Priifung aus 
Philosophie bei A. Stdhr und R. Reininger verbunden war, von der er oft in 
launiger Weise erzdhlte. Hierauf absolvierte Funk — er hatte damals noch nicht die 
Absicht, die akademische Laufbahn anzustreben — das Probejahr in Salzburg, 
wihrenddessen er oft mit seinen Schiilern die nahere und weitere Umgebung der 
Stadt auf winterlichen und sommerlichen Bergfahrten durchstreifte. 

Dann aber erfolgte die Wendung. Funk kam nach Prag, wo er seit 1913 bei 
K. Carda und zuerst auch bei W. Blaschke als Assistent fiir Mathematik an der 
Deutschen Technischen Hochschule wirkte. 1915 habilitierte er sich an der Deutschen 
Universitat in Prag, wo damals G. Pick und G. Kowalewski die Ordinariate ennahmen, 
fiir das Gesamtgebiet der Mathematik. Seine Lehrbefugnis wurde bald darauf an die 
Deutsche Technische Hochschule tibertragen, an der Paul Funk 1921 zum aufer- 
ordentlichen und 1927 zum ordentlichen Professor ernannt wurde. 

1939 mute Funk sich von seiner Tatigkeit zuriickziehen, aber schon mit 
1. Januar 1946 erfolgte seine Ernennung zum ordentlichen Professor an seiner jetzigen 
Wirkungsstitte, der Technischen Hochschule in Wien. 

In Prag setzte Funk seine geometrischen Arbeiten, die der Variationsrechnung 
entstammten, fort, wobei sich der Verkehr mit W. Berwald als sehr anregend erwies. 
Fiir die Anwendung der Mathematik wurde das von ihm gemeinsam mit Th. Péschl 
geschaffene Kolloquium fiir Angewandte Mathematik und Mechanik zu einem Mittel- 
punkt, an dem auch C. Korner, Professor des Maschinenbaues, und andere Vertreter 
der Praxis lebhaften Anteil nahmen. Und dieses Kolloquium hat Funk sehr bald an 
seine neue Wirkungsstatte, die Technische Hochschule in Wien, verpflanzt. Es 
moglichst abwechslungsreich zu gestalten, immer neue Vortragende zu gewinnen, 
hierbei Vertreter der verschiedensten Anwendungsgebiete zu Wort kommen zu lassen, 
bildet Funks standiges Streben. 

Neben zahlreichen Abhandlungen, die auBer dem schon erwihnten Gebiet der 
Variationsrechnung, die Theorie der Kugelfunktionen, Differenzengleichungen und 
Stabilitatsfragen betreffen, stammen aus Funks Feder zwei Biicher: ,, Uber die linearen 
Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie der Baukonstruktionen‘‘ 
(Springer, Berlin, 1920) und, gemeinsam mit H. Sagan und F. Selig verfaBt, ,,Die 
Laplace-Transformation und ihre Anwendung“ (Deuticke, Wien, 1953). Wir sehen 
der Vollendung seiner langjahrigen Arbeit, die ein Buch iiber Variationsrechnung 
und ihre Anwendungen zum Ziele hat, erwartungsvoll entgegen. 

Funks Interesse galt auch immer dem Gebiete der Geschichte der Mathematik, 
auf dem er ein reiches Wissen und auch Kenntnis vieler Einzeltatsachen besitzt. Es 
ist zu wiinschen, daB er seine manchmal geiuBerte Absicht, als ,,Emeritierter‘‘ diesem 
bei uns wenig gepflegten Sondergebiet eine oder die andere Vorlesung zu widmen, 
verwirklichen wird. 

Ehrungen durch Ubertragung akademischer Funktionen ist Funk womoglich aus- 
gewichen. Trotzdem bekleidete er 1930/31 zur Zeit der 125-Jahr-Feier der Deutschen 
Technischen Hochschule in Prag die Wiirde des Dekans der Allgemeinen Abteilung, 
Seine wissenschaftliche Bedeutung wurde durch die im Jahre 1950 erfolgte Wahl 
zum wirklichen Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften unter- 
strichen. 
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Wenn Wilhelm Ostwald (GroBe Manner, 1910) auf dem Gebiete der Naturwissen- 
schaften zwei Forschertypen unterscheidet, die der Klassiker und jene der Romantiker, 
so ist, wie selten wohl kein Zweifel, daB Funk dem Typus der Romantiker angehort, 
die einer Fiille von mannigfaltigen und zuweilen tiberaus weit voneinander abliegenden 
Ideen nachgehen. Sie wollen von Schiilern umgeben sein, denen sie wenigstens einen 
Teil ihres Ideenreichtums mitteilen kénnen. 


Funk ist als warmer Freund der akademischen Jugend bekannt. Seine Kollegen 
schatzen seine offene Aufrichtigkeit und wissen ganz genau, dak, falls diese lobens- 
werte Kigenschaft ihn manchmal zu einer gewissen Schirfe der MeinungsiuBerung 
veranlaBt, dies nur aus tiefstem Interesse fiir die vertretene Sache hervorgeht. 


Seit Beginn seines Wirkens in Wien ist Funk einer der Herausgeber des Oster- 
reichischen Ingenieur-Archivs. Zahlreiche seiner Kollegen, Freunde und Schiiler 
freuen sich, in dem vorliegenden Hefte dieser Zeitschrift durch ihre Beitriige ihrer 
Verehrung fiir Paul Funk aus tiefstem Herzen Ausdruck geben zu kénnen. 


A. Basch, Wien 


Eine konstruktive Bestimmung 
der Hauptrichtungen und Eigenfrequenzen der Schwingungen 
eines Systems von zwei Freiheitsgraden 


Von A. Basch, Wien 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Die Schwingung eines Systems von zwei Freiheitsgraden in der Umgebung 
der stabilen Gleichgewichtslage setzt sich aus zwei harmonischen Schwingungen in den beiden 
Richtungen zusammen, die sowohl beziiglich der Tragheitsellipse als auch beztiglich der Elastizitats- 
ellipse einander zugeordnet sind. Diese beiden ,,Hauptrichtungen‘‘ werden mittels einer projektiv- 
geometrischen Methode bestimmt. Das Verhaltnis der Halbmesser der beiden Ellipsen in jeder 
der beiden Richtungen ergibt die Kreisfrequenz der harmonischen Schwingung in der betreffenden 
Richtung. 


An dieser Stelle wurde gezeigt, daB die ungedimpfte Bewegung eines Systems 
von zwei Freiheitsgraden in der Umgebung der stabilen Gleichgewichtslage durch 
zwei voneinander unabhingige Schwingungen in jenen Richtungen darstellbar ist, 
die sowohl beziiglich der Ellipsen konstanter Lagenenergie als auch beziiglich der 
Ellipsen konstanter Bewegungsenergie einander zugeordnet sind?. 

Wenn die Lage des Systems durch die allgemeinen Koordinaten g, und q, ge- 
kennzeichnet ist, so sind die Ellipsen der Schar 


ie tid 
Vi cS (C11 G1? + 2 Cy2 G1 V2 + C22 92”) = konst. a 


die Lagen konstanter potentieller Energie, wobei ¢1;, C12, C22 (De = ¢11 C22 — C12” > 9, 
C11» Cx > 0) die reduzierten Riickfiihrkrafte bedeuten. Die Ellipse dieser Schar, die 
der potentiellen Energie Eins entspricht, 


1 
V(q1s Io) =e (Cra Wa” + 2 C121 V2 + C2 qo”) = 1 (2) 


wird als ,,Elastizititsellipse bezeichnet. 
Die kinetische Energie ist durch 


1 ° ot ‘ 
p= = (mu Qr® + 2 Myo 41 Jo + M2 Yo") (3) 


1 Osterr. Ingenieur-Arch. 8, H. 2/3, 83—86 (1954). 
gf 
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gegeben. q,, G2 sind hierbei die verallgemeinerten Geschwindigkeiten, m1, M2, M22 
(Dy = My, Mog — Myo? > 0, My, M2 > 0) die reduzierten Massen. Die zu den 
Ellipsen (3) konstanter Bewegungsenergie der Geschwindigkeitsebene konzentrische, 
ahnliche und ahnlich liegende Ellipse der q,, q.-Ebene 


il 
(4; G2) = 3 (My dy? + 2 M4291 T2 + Mo2 Vo 2) = (4) 


soll als ,,Tragheitsellipse‘ bezeichnet werden. 


In Abb. a bilden die Koordinaten g, und q, ein rechtwinkliges Achsenkreuz. Zur 
richtigen Zeichnung der Elastizititsellipse e, dienen die Koordinaten 
2 ey3 2 V2 
= a == 55 5 
Ay ol De AN2 Wen (5a) 
der Berithrungspunkte A, und A, (Abb. a) der zur q.-Achse parallelen und jene der 
Beriihrungspunkte A, und A, der zur q,-Achse parallelen Tangenten 


Ve 2¢y 
my = FO, any = + / 258 . (5b) 
sowie die Abszissen der Schnittpunkte A, und A, mit der q,-Achse und die Ordinaten 
der Schnittpunkte A, und A, mit der g,-Achse 


a ae es 
Ayo = +// cre + Vay? = Gg, | 
sive (5c) 
: cea 
Ae9 = = Vo = FE V das? 149”. 


Analog sind die kennzeichnenden, von den reduzierten Massen abhangigen Mab- 
groBen der Tragheitsellipse e,, 
2 Moo 3) Cie Ria [2m 
by Sago / i ? Dy» =r en es 2 bs iv si oe > bo» ~~ ae V D = ? 


Mop JEN \ My bss, m 


oY ee SP ee 
Dro ae | My — Vd12 = boi”, | (6) 


Meee | 


und die Bezeichnungen der analogen Beriihrungspunkte beziehungsweise Schnittpunkte 
By, bis-B,. 


Gestalt und Lage von Elastizitatsellipse und Trigheitsellipse (damit auch die der 
Scharen der Ellipsen konstanter Lagen- und konstanter Bewegungsenergie) sind durch 
je zwei Zahlen festgelegt, die die betreffenden Kurven bis auf eine Ahnlichkeits- 
streckung bestimmen: das ee 


= ane ee (73) 
und die Kraftekopplungszahl 
me iE) G1 Cipes 
Ce Ag9 Ay, V O35 Cae (7b) 


und analog das Massenstreuungsverhaltnis und die Massenkopplungszahl 


Doe pe Myr bis boy M9 
, ? m 
by Moo bee by, 


% (Ce me 


(8) 


V my Mp 


Die beiden Kopplungszahlen 0, und @,, liegen immer im Bereiche (— 1, + V}. 
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Bei Verwendung der Ausdehnungen. in den Koordinatenrichtungen und der 
Kopplungszahlen nehmen die Gleichungen von Elastizititsellipse und Trigheits- 
ellipse (2) und (4) die Formen an: 

Gye" Vy” — 2 Oe My M2 QiJo + Gyr? Go® = (1 — 0,2) a1? 22, | 
ban? dy” — 2 Om O11 O22 1 Ya + O11? Go? = (1 — Om?) 6132 Do9?. | 


Zu der durch die Neigung 6 = q,: q, gegebenen Richtung ist die durch 6’ gegebene 
zugeordnet, die fiir beide Ellipsen die gleiche sein soll. Dies ergibt 


(9) 


¥ a Qo9 — 0¢ Ay, O b bes — b,, 6 
Eppes Ee Qc 11 gpd | Bad Om P11 
1 Qc Gaq — A, 0 by, Om O22 — by, 0 oe 


und bei Einftthrung der Streuungsverhaltnisse nach (7a) und (8) 


% — Qo 9 %m — Om O (11) 


Xo , = 4H, , 
* %— Qe — 9 " %m Om — 6 


oder die nach 6 quadratische Gleichung 


(%, Oc — Xm Om) ee — (2,7 ar %m*) ) ce %o Xm (¢ Om — *m Qc) = 0 (12) 
mit dem Lésungspaar 


i, ie Ln ae mn" a V (%,2 radi... 9 abet. %c Xm (X¢ Oc — *%m Qm) (%¢ Om — %m Gc) (13) 
2 (x, Qc — Xm Qm) E 
Diese Gleichung ist, wiewohl die rechte Seite ausschlieBlich die beiden Streuungs- 
verhaltnisse und die beiden Kopplungszahlen enthilt, im allgemeinen recht uniiber- 
sichtlich und auch umstindlich auszuwerten. Ausnahmen bilden besondere Falle, von 
denen zwei hier erwihnt werden mégen: 


a) Die eine der beiden Ausgangsellipsen, beispielsweise die Elastizititsellipse, 
wire ein Kreis. Dann ist x,= 1 und e, = 0 und 
jal Sete = a + 4 Xm? Gm” (14) 
ergibt die Neigungen der Hauptachsen der anderen Ausgangsellipse, in diesem Falle 
die der Tragheitsellipse. 


b) Die umschriebenen achsparallelen Rechtecke der beiden Ausgangsellipsen 
waren ahnlich. Dann ist x, = x,, = x und fiir die Neigungen der in beiden Ellipsen 
einander zugeordneten Richtungen ergibt sich 6? = x? oder 6 = +x. Die Haupt- 
richtungen sind die der Rechtecksdiagonalen. 

In dem besonderen Fall, daB die beiden umschriebenen achsparallelen Rechtecke 
Quadrate sind, ergibt sich 6 = + 1. Die einander in beiden Ellipsen zugeordneten 
Richtungen sind die in diesem Fall gemeinsamen Hauptachsenrichtungen der beiden 
Ellipsen, die in die Winkelhalbierenden der Koordinatenrichtungen fallen. Sollten 
die beiden Ausgangsellipsen ahnlich und ahnlich liegend sein (%. = %m, Qc = Qm); 
so ist jede Richtung Hauptrichtung. 

Der Abb. a liegt die Annahme zugrunde, daB c,, <0, daher a,, und a, > 0, 
hingegen m,, > 0, daher 6,, und 6,, <0 ist. Es liegt also in dem betrachteten Fall 
positive Kraftkopplungszahl und negative Massenkopplungszahl vor. Diese Annahme 
erfolgte wegen der deutlicheren Bestimmbarkeit des Paares der in beiden Ellipsen 
einander zugeordneten Richtungen. 

Es ist immer moglich, die beiden Richtungen, die sowohl beziiglich der Elastizitats- 
ellipse (2) als auch beziiglich der Trigheitsellipse (4) einander zugeordnet sind, die 
,.Hauptrichtungen‘, durch eine die Methode der projektiven Geometrie verwendende 
Konstruktion zu bestimmen. 


9a 
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Die Elastizitatsellipse ordnet in Abb.a der Richtung der q,-Achse oder des 
Ellipsendurchmessers «, = (A;,A,) die Richtung «;' = (A;, A,) zu, der Richtung 
der g,-Achse «, = (A;,A,) die Richtung o,’ = (A;,A,). In gleicher Weise sind 
durch die Tragheitsellipse der Richtung der q,-Achse 6, = (Bs, B,) die Richtung 
8,’ = (Bs, B,), der Richtung der g,-Achse B, = (B;, Bs) die Richtung bs == (Bib) 
zugeordnet. cae 

Nun werden in Abb. b durch den Punkt S des Kreises k als Triiger einer Strahlen- 
involution zu den ‘Richtungen Oy, Oy’, My, Xy’, Py, Br’, Bo, Bo’ parallele Strahlen ge- 


i 
iN 


Qo 


Abb. 1 


zogen, wobei «,; = [;, x, = fy. Die Strahlen schneiden den Kreis k in den Punkten Y,, 
W,’, W,, We’, B,, By’, Be, By’, wobei wieder A, = B,, A, = B,. Aus diesen zwei In- 
volutionen bildenden Punkten erhalt man als Schnittpunkte der Verbindungsgeraden 
einander zugeordneter Punkte die beiden Involutionsmittelpunkte 
Ty = [QG, 20’) Q, Xe’), | 
Ty = [(B1, Br’) (Be Be) | 
deren Verbindungsgerade den Kreis & in den in beiden Punktinvolutionen einander 
zugeordneten Punkten ©, und ©; schneiden. Die Verbindungsgerade dieser Punkte 
mit dem Trager der Strahleninvolution S ergeben die in beiden Strahleninvolutionen 
einander zugeordneten Richtungen y,; und 7;;, die parallel in die Abb. a als die in 
beiden Ellipsen einander zugeordneten Richtungen tibertragen werden kénnen. 

Da von beiden Ellipsen in Abb. a je acht vertrigliche Punkte mit ihren Tangenten 
gegeben sind, ist es ja leicht die beiden Ellipsen zu zeichnen und ihre Schnitt- 
punkte mit den beiden Hauptdurchmessern und (A;, Ay’, Ay, An’, By, By, By, By’) 
mit hinreichender Genauigkeit zu bestimmen. 


(15) 
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Immerhin sei die der Affingeometrie entsprechende exakte Bestimmung dieser 
Schnittpunkte hier angedeutet. Sie erfolgt, um die Hauptfigur a nicht zu iiberladen, 
in der Hilfsfigur c, in der auch die in O sich senkrecht schneidenden Koordinatenachsen 
q, und g, eingetragen sind, ebenso die Hauptrichtungen y,; und y,, durch O. Zur Be- 
stimmung der Schnittpunkte mit der Elastizititsellipse sind die Durchmesser A, A, 
und der Halbmesser 0 A, eingetragen. Die Ellipse e, wird als Affintransformation des 


Kreises £, mit dem Durchmesser 4, 4, angesehen, dessen Schnitt A, mit der g,-Achse 
das Bild von A, in der Kreisebene bildet. Die Schnittpunkte der durch A, zu y, und ,; ge- 
zogenen Parallelen mit der q,-Achse geben die Festpunkte F', und F, der Affintransforma- 


_ tion, deren Verbindungsgerade mit A, die Richtungen der Bilder y, und y,, der 
Ellipsendurchmesser in der Kreisebene liefern. Thre Schnittpunkte mit dem Kreis k, A, 


und A,,; werden mit Hilfe der zu A, A, parallelen Projektionsstrahlen in die Ellipsen- 
durchmesser y; und y,; iibertragen, wodurch je einer ihrer Schnittpunkte mit der 
Ellipse e, A; und Aj, bestimmt ist, der wieder in die Hauptfigur a tibertragen werden 
kann. 

In vollends analoger Weise kann die Bestimmung der Schnittpunkte B, und B,; 
der konjugierten Durchmesser y; und y,;; mit der Trigheitsellipse e,, erfolgen. Um 
der Abb. ¢, die eine Hilfsfigur bildet, nicht zu groBe Ausmafe zu geben, wurde bei 
Ubertragung des Durchmessers B, B, und des Halbmessers O B, aus Abb. a in Abb. ¢ 
eine Verkleinerung im Verhaltnis 1: 2 vorgenommen und dementsprechend die Ver- 
groBerung der gefundenen Halbmesser OB, und OB, im umgekehrten Verhiltnis 
bei der Riickiibertragung in die Hauptfigur a. 

Unter Verwendung von Koordinaten q,; und q,;, die zu den Hauptrichtungen y, 
und y;, parallel sind, erscheinen Lagen- und Bewegungsenergie als quadratische 
Formen ohne Produktglieder, also 


1 1 (& 
V= 5 (age + ¢y On") = =| hae 


(16) 


5.2 2 
T= > (my qe + my dr) = : (Fi ae = 
c; und ¢,, sind die auf die Koordinaten q,; und q,;,; reduzierten Riickfihrkrafte, 
m, und m,, die auf diese Koordinaten reduzierten Massen. Weiters bedeutet a, ~O Aj, 
ayy ~OAy, 6b; ~OB,, by ~OBy. In den Lagen des Systems, die durch A, und Aj, 
gekennzeichnet sind, ist die Lagenenergie Eins. Den Lagen B; und By entspricht 
die Bewegungsenergie Eins. 
Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art ergeben als Folge der 
Gleichungen (1) und (8) fiir die Komponentalschwingungen in den Hauptrichtungen 
die Differentialgleichungen 


my dt +cq; = 9, Myy du + C1 Wn = 9. (17) 


Die den harmonischen Schwingungen in den Hauptrichtungen entsprechenden 
Kreisfrequenzen sind daher 


ae tage Gs ¢ b,. 
o=|/ Bisek on=|/ Oy ae (18) 


my ay Mry On 


Sie sind daher aus Streckenverhaltnissen in Abb. a ablesbar. Hierbei miissen 
aber die MaBstabbeziehungen der Darstellung beriicksichtigt werden. Es darf hier 
nicht auBer acht gelassen werden, dai bei der Einfiihrung der Tragheitsellipse die 
allgemeinen Koordinaten q, und q, die allgemeinen Geschwindigkeiten g, und q, ver- 
treten und da® hiedurch bei Zeichnung der beiden Ellipsen auch der physikalischen 
Dimension nach verschiedene DarstellungsmaBstaibe auftreten. 


9 a* 
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Legen wir den einfachsten Fall zugrunde, in dem beide allgemeine Koordinaten qi 
und q, die Dimension von Langen besitzen, bei der Zeichnung der Tragheitsellipse 
aber Geschwindigkeiten vertreten. Es bedeuten 


oi 2 wa an Fhe 
se Vz. a a |r by = Vz one My” it) 
Somit sind die Dimensionen der in der Abb. a ablesbaren GréBen gegeben durch 
; wig 
[a] =[M 27), ees Ee (20) 
und die Dimension des Quotienten 
fe] = (71 (21) 


und das ist iibereinstimmend mit der Dimension der Kreisfrequenz. 
Alle durch a und 6 mit irgendwelchem einfachen oder Doppelindex bezeichneten 
GroBen sind in den Darstellungen in Abb. a durch die Beziehung 


ah OA, 621, -OB (22) 


gegeben. A, ist der Mafstab bei Zeichnung der Elastizitatsellipse, 2, der Mafstab 
bei Zeichnung der Trigheitsellipse. Fiir die MaBstaibe 4, und A, sowie fiir den 
Quotienten /,: 4, gelten die Dimensionsgleichungen 


1 1 
(.)=3M FT, (a=, [2] =r}, (23) 
Die beiden Kreisfrequenzen sind aus Fig. a durch die Beziehungen bestimmbar 
4,:OB 1,:OB 
> Sg) hee (24) 
a I @ Ir 


Es ergeben sich keine wesentlichen Anderungen dieser Betrachtung, wenn beide 
allgemeine Koordinaten q, und q, eine andere Dimension als die der Lange, etwa die 
Dimension einer Zahl, besitzen, aber auch dann, wenn die beiden Koordinaten ver- 
schiedene Dimensionen, die eine etwa die einer Linge, die andere die Dimension einer 


Zahl besitzt. (Eingegangen am 22. Marz 1956) 


Die Variationsprinzipien der Elastostatik 
in der Theorie zweiter Ordnung 
Von E. R. Berger, Miinchen 


Zusammenfassung. Die beiden Variationsprinzipien der Elastostatik, die Satze von Dirichlet 
und Menabrea, sind durch die Transformation von Friedrichs miteinander verkniipft. Aus- 
gehend vom Satz von Dirichlet, der auch noch fiir die Theorie 2. Ordnung gilt, wird mit Hilfe 
dieser Transformation am Beispiel des geraden Biegestabes ein dem Satz von Menabrea ent- 
sprechendes Extremalprinzip fiir die Theorie 2. Ordnung hergeleitet. Daraus folgt weiter die 
Formulierung der Arbeitsgleichung fiir die Theorie 2. Ordnung. Beide Satze werden auf ein 
Beispiel angewendet. 


Die Variationsprinzipien der Elastostatik 


Nach einem allgemeinen Prinzip, das zum erstenmal von Friedrichs ausge- 
sprochen wurde? *, ]aéBt sich aus jedem Variationsproblem durch geeignete Trans- 


1 Friedrichs: Ein Verfahren der Variationsrechnung, das Minimum eines Integrals als 
das Maximum eines anderen Ausdruckes darzustellen. Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 13—20 
(1929). 

* Courant-Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik, 2. Aufl., Bd. I, S. 201—209. 
Berlin: Springer-Verlag. 1931. 
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formation ein zweites herleiten, das dieselbe Lésungsfunktion hat wie das erste. Die 
beiden zueinander konjugierten Extremalprinzipien nahern den Extremwert von 
verschiedenen Seiten an. 


Auch in der Elastostatik treten zwei derart konjugierte Extremalprinzipien auf: 
das in der Statik allgemein giiltige Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie 
(Dirichlet) und das ihm entsprechende Prinzip vom Minimum der Erganzungsarbeit 
(Menabrea)’. Exakt formuliert, lauten die beiden Sitze: 


I: — T= A,—C, > Min. (1) 
und 
TE: — IT* = — B, + C,—>Max., das heiBt 7* = B;— C, > Min. (2) 


Dabei bezeichnet allgemein A = \ P ds baw. \ ode die Arbeit, wihrend der Aus- 


druck B= | sdP bzw. | edo von Engesser den Namen ,,Erginzungsarbeit‘‘ be- 
kommen hat. Die Summe aus beiden wurde von Zweiling? als ,,Endwertarbeit“ 
bezeichnet: 

=A B= P*s) ~hrw..> 6 ys. 


Das erste Extremalprinzip enthilt die Arbeit der inneren Krafte A; (die Form- 


anderungsarbeit) und die Endwertarbeit C, der eingeprigten Krafte. Das zweite 
Extremalprinzip enthalt die Ergainzungsarbeit der inneren Krafte B; und die End- 
wertarbeit C, der Zwangsverschiebungen, die diese zusammen mit den Reaktions- 
kraften leisten. 

An jeder Stelle der Oberfliche mu8 entweder die Kraft oder die Verschiebung 
vorgegeben sein (eingepragte Kraft bzw. Zwangsverschiebung). Elastische Lagerung 
ist ausgeschlossen bzw. das elastische Lager muB selbst als Teil des elastischen Systems 
betrachtet werden. 

Fiir das erste Extremalprinzip miissen die Vergleichsfunktionen die geometrischen 
Bedingungen erfiillen (und daher die Gleichgewichtsbedingungen verletzen); um 
das sicherzustellen, muB man die Forménderungsarbeit durch die Verschiebungen 
ausdriicken. Fiir das zweite Prinzip miissen die Vergleichsfunktionen die Gleich- 
gewichtsbedingungen erfiillen (also die geometrischen Bedingungen verletzen), daher 
mu die Erginzungsarbeit durch die Spannungen bzw. die Schnittkrafte ausgedriickt 
werden, unter Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen: das Prinzip ist nur 
anwendbar auf statisch unbestimmte Aufgaben. 

Treten auch Verzerrungen durch Temperaturainderung® * auf, ¢, so ist die 
Formanderungsarbeit nur aus den elastischen Verzerrungen ¢« — ¢, zu berechnen. 
Fiir das zweite Extremalprinzip denken wir uns die Temperaturverzerrungen zunachst 
durch ,,Zwangsverzerrungen‘‘ — ¢, riickgiingig gemacht: die Endwertarbeit dieser 


Zwangsverzerrungen ist ein Teil von C,. 


Da fiir die Lésung die beiden Extremalwerte gleich werden, ist 


Tie Wie AR CLO le Oy 0) = 0. (3) 


3 Vgl. etwa Trefftz: Mathematische Elastizitatstheorie, im Handbuch der Physik, Bd. VI, 
8. 139. 

4 Zweiling: Gleichgewicht und Stabilitét. Berlin: Verlag Technik. 1953. Vorher unter 
dem Namen von Schleusner: Das Prinzip der virtuellen Verriickungen und die Variations- 
prinzipe der Elastizititstheorie. Stahlbau 11, 185 (1938). 

5 Domke: Die Erganzungsenergie elastischer Systeme. Hisenbau 12, 100 (1921). 

6 Parkus: Das Prinzip von Castigliano bei wirmebeanspruchten Kéorpern. Osterr. Bau- 
zeitschrift 6, 89—91 (1951). 
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Da nach dem Energiesatz A; = A, ist, folgt daraus B,; = B,. Wenn man diese 
beiden Beziehungen differenziert, ergeben sich die Sitze von Castigliano: 
is = fk» aE = Sx. (4) 
Die Herleitung all dieser Beziehungen kann als bekannt vorausgesetzt werden. 
Obwohl sie meist nur fiir lineares Elastizitatsgesetz durchgefiihrt wird, gelten doch 
alle diese Satze im Bereich der Theorie 1. Ordnung ohne weitere Einschrankung, 
das hei®t fiir beliebiges Elastizitatsgesetz. Allerdings geht dieses noch ein bei der 
Aufstellung der Ausdriicke fiir die innere Arbeit bzw. die innere Erganzungsarbeit. 
In der Endwertarbeit dagegen tritt das Elastizitatsgesetz auch formal nicht mehr aut 
(es steckt namlich in den schon berechneten Verzerrungen). In Gl. (3) kénnen also 
die beiden Funktionensysteme: Verschiebungen und Verzerrungen einerseits (w, €), 
Spannungen und Krifte anderseits (¢, P) véllig unabhingig voneinander gewahlt 
werden. Es ist nur zu fordern, daB die w und « die geometrischen Bedingungen er- 
fiillen, die ¢ und P untereinander die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. In dieser 
Form wird die Beziehung (3) als ,,Arbeitsgleichung*‘ bezeichnet (Miiller-Breslau). 
Sie dient meist dazu, aus den bekannten Verzerrungen « eine Verschiebung w zu be- 


rechnen, indem man ein System von einer Hilfskraft P und den dazugehoérigen Span- 
nungen o tiberlagert. 

Auch die Arbeitsgleichung gilt in eh Theorie 1. Ordnung allgemein fiir jedes 
Elastizitatsgesetz. Sie ist sogar die einzige von den bisherigen Formeln, die vom 
Elastizitatsgesetz auch formal unabhangig ist. 


Das zweite Extremalprinzip in der Theorie zweiter Ordnung 


In der Theorie 2. Ordnung gilt das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie 
noch immer, und damit auch der erste Satz von Castigliano. Dagegen versagen die 
anderen Formeln, wenn man die Erganzungsarbeit in der bisherigen Form aufstellt. 
Nach dem Satz von Friedrichs mu8 aber auch jetzt noch ein konjugiertes Extremal- 
prinzip existieren, und dieses wollen wir nun herleiten am Beispiel eines auf Druck 
und Biegung beanspruchten geraden Stabes. Wir setzen dabei wieder das Hookesche 
Gesetz voraus, als den praktisch wichtigsten Fall. 

Die Formanderungsarbeit, ausgedriickt durch die Verzerrungen, lautet: 


A,=\(pet+ se) de (5) 


(D = Dehnsteifigkeit, B = Biegesteifigkeit, « = Dehnung, x = Kriimmung), und in 
der Theorie 1. Ordnung ist 
Sasa, Vee 


(u = Langsverschiebung, v = Querschiebung, der Apostroph bedeutet zunichst 
Differentiation nach x). Dagegen ist in der Theorie 2. Ordnung genauer anzusetzen’? 
a= +vy't/2, x= y 

und somit ist 
YY pal , , B ms . 
—MT=A,—C,= | (5 (w Uae ee a a qv) de —> Min. (6) 
(vn = Lauflast in der Langsrichtung, ¢ = Lauflast in der Querrichtung). 
Nun deuten wir weiterhin die Apostrophe nicht mehr als Differentiationssymbole, 
sondern als Unterscheidungszeichen. Da jetzt nicht mehr notwendig du/dx — u’ = 0 


7 erry Uber die Behandlung von Stabilitiitsproblemen mit Hilfe der energetischen 
Methode. Z. angew. Math. Mechan. 18, 57—73 (1938). 
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ist, muB diese Beziehung als ,,Nebenbedingung“, mit einem Lagrange-Faktor N(z) 
multipliziert, dem Integranden hinzugefiigt werden, und analog fiir die anderen beiden 
Beziehungen. Das Variationsprinzip lautet dann: 


(Becomes dene ()s 
+0(g2—0)—M (Ge — 0") — nu qv) dix —> stationar, (7) 


Fiir das Problem mit Nebenbedingungen kann nicht mehr gefordert werden, da® das 
Funktional ein Extrem besitzt, sondern nur, daB ein stationirer Wert auftritt. 
Die Eulerschen Gleichungen fiir die Funktionen w’ und v’’ ergeben 


D(w' + v'7/2)— N=0 und Bv’+M=0. (8a, b) 
Die Lagrange-Faktoren N und M sind also identisch mit den ebenso bezeichneten 


Schnittkraften, der Normalkraft N und dem Biegemoment M. 
Ferner ergibt die Eulersche Gleichung fiir 0’: 


; , dM dM } 
D (u' + v'?/2)v' —-Q+-—y-=90, also Q= TaN, (8c) 
Der Differentialquotient dM/dx ist bekanntlich die Querkraft, die senkrecht zur 
Achse des (verformten) Stabes wirkt. Kommt dazu noch die Komponente N v’, so 
erhalt man die Querkraft senkrecht zur Achse des unverformten Stabes, und dieser 
Unterschied ist in der Theorie 2. Ordnung wesentlich. Aus (8c) und (8a) ergibt sich 


y= (Q = ae Und © farce - = = S (2 ee N33 (9) 


ferner 
vo’ = — M/B. 

Diese Ausdriicke werden in (7) eingesetzt. Weiter werden dort die differenzierten 
Funktionen durch Produktintegration weggeschafft: die ausintegrierten Teile ver- 
schwinden wegen der Randbedingungen, und wir erhalten damit den Extremal- 
ausdruck : 


| Ee oe t+(@—G)2N +u(4- +n) 4 » (3 ! q)|dx —> stat. (10) 


Um auch die Funktionen w und v aus diesem Ausdruck zu entfernen, schreiben wir 
fiir die Vergleichsfunktionen NV und Q vor, daB sie die Klammern neben uw und v zu 
Null machen, das heiBt, daB sie die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen: 

= Sanh (ound ee ‘ (11) 


Die letzte willkiirliche Funktion, M, eliminieren wir durch Erfiillung der Eulerschen 
Gleichung nach WM: 
/ dM \ 
d [oa | M 


dx N ae ee (12a) 
Fiir den praktisch haufigsten Fall n = 0 ergibt sich N = konst. und damit 
2 N 
= Ua 4. (12b) 


Durch die Gleichgewichtsbedingungen sind die Schnittkrafte festgelegt, unbekannt 
sind nur mehr die Integrationskonstanten, das heiBt die ,,statisch Uberzahligen“. 

Die innere Erginzungsarbeit fiir ebene Stabwerke und gerade Stibe, bei Ver- 
nachlassigung der Schubverformung und Voraussetzung des Hookeschen Gesetzes, 
betriigt also in der Theorie 2. Ordnung nach (10): 
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N? MM? 1 aM \? 

Bem toa tan (0 se ailhee (73) 
In der Theorie 1. Ordnung ist dM/da = Q, damit ergibt sich die bekannte Formel. 
Das neu hinzugekommene Glied wird verstiindlich, wenn man es in der Form (WN v’?/2) dx 
anschreibt: durch die Schriigstellung des Stabelementes entsteht eine zur urspriinglichen 
Stabachse senkrechte Kraftkomponente Nv’, die zusammen mit der Verschiebung 

v' dx die (Ergiinzungs-) Arbeit A (N v’) (v' dx) leistet. * 
Entsprechend der Anderung im Ausdruck fiir B, tritt auch in C;; ein Glied N v'?/2 


hinzu: 
NN MM 1 N dM \2 
o=\ 5 un tow (@ Te) | ae. pes 


Das Hilfskraftsystem Ny @; M, vn, gq muB dabei die Gleichgewichtsbedingungen (11) 
und (12) erfiillen, und zwar an dem durch die urspriinglichen Krafte ver- 


formten Stab. Wegen 7 = 0 und g=0 wird N =konst. und @ = konst. und 
ferner nach (8c): 


~~ aM ay 
—=Q-—WNv’, also 7 =O -H(0- 


aM 
dx 


dz }° 


(15) 


Ein Anwendungsbeispiel 


Kin gerader schlanker Stab (Lange 2/) mit beiderseits schwach exzentrischer 
Lagerung (Hebel a) auf unverschieblichen Lagern wird erwarmt; gesucht ist die 
Auflagerreaktion H. 

Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben: 


 (): N=—H, Q@=0, (12): w”’+3mM=o. 
Fir x= +1 ist M = — Ha, daher 
M=—HaS*~, @=H/B. 


cos al’? 


Fiir unendlich hohe Dehnsteifigkeit D ergibt (13): 


| / Hf? a? cos? x & Hie. sine. & 
B,=2\| 2B cos? al 2 ot Sain) dx = Hat ate al. 
0 
Die Warmedehnung muf behoben werden durch Zwangsverzerrungen von der GréBe 
—e,—=-—ot. Ihre Endwertarbeit betragt 


+1 
Cn =|N(— é,dx=+H-2lot. 
=1 
Damit wird 
B,—C, =H (#@atgal— 2lot). 


Dieser Ausdruck ist zum Minimum zu machen durch entsprechende Wahl von H 
oder, was rechnerisch einfacher ist, durch entsprechende Wahl von «.. Man erhialt 
die Bestimmungsgleichung fiir «: 

ol 
cos? o L 


a 02(3 tg al + )-4alot=o. 


Weiter soll die Liingsverschiebung « des einen Endes der Stabachse berechnet 
werden mit Hilfe der Arbeitsgleichung. Wir bringen dort die Hilfskraft an, P = 1 


in der Achsenrichtung. Dann ist OC, = Pu =u. Die Aufteilung auf die Auflager- 
reaktionen kann im statisch unbestimmten System beliebig erfolgen; wird die Hilfs- 
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kraft etwa am daneben befindlichen Lager aufgenommen, erfordert das Momenten- 


gleichgewicht noch zwei einander entgegengesetzte Querkrafte V — a/21. Die Schnitt- 
krafte betragen 


N=0, Q=-— V=— a2, 
und nach (15): 
Ma — Pie) = — ee) 
Die Verschiebung betrigt 
+1 
( MM Baez [ a 
ie Oe Cl. 2 — Ce = 5 \ cos x1(1 + 7) de =a@atg ol. 


—1 


Sie ist geringer als die Wirmeausdehnung der Stabachse, weil wegen der Kriimmung 
des Stabes die Sehne kiirzer ist als der Bogen. 
(Eingegangen am 10. Marz 1956) 


Uber die Ablésung der Grenzschicht beim VerdichtungsstoB 
Von R. Bruniak, Wien 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammentassung. L. Prandtls Abschatzung bei verzégerter Stré6mung wird beim Ver- 
dichtungsstoB angewendet. Auf Grund gewisser Vereinfachungen und der Annahme, daB sich 
Pohlhausen-Profile ausbilden, wird eine zweite Abschaitzung gemacht. 


Die Berechnungen auf dem Gebiet der kompressiblen Grenzschichten und der 
StoBvorginge im Uberschallgebiet sind auBerst schwierig, weil es wegen der 
Kompliziertheit der Erschemungen nicht méglich ist, entsprechend einfache theoretische 
Ansatze zu finden. Experimentelle Untersuchungen haben schon einen gewissen 
Uberblick iiber diese Erschemmungen, ganz besonders dort, wo es sich um gleich- 
zeitige Beobachtung von StoB&vorgangen und Grenzschicht handelt, gebracht. Ks 
gibt auch viele ausgezeichnete Arbeiten, die sich mit den Lésungen der Grenz- 
schichtgleichungen fiir kompressible Fliissigkeiten beschaftigen. 


Im folgenden soll versucht werden, unter der Annahme von Vereinfachungen 
an die Frage, ob nach einem StoB8 Ablésung der Grenzschicht erfolgt oder nicht, 
heranzutreten. Da die Vorginge in der Reibungsschicht im Bereich des Verdichtungs- 
stoBes fiir eine theoretische Berechnung viel zu kompliziert sind, so soll zunachst 
die Annahme gemacht werden, dal sich die Geschwindigkeitsprofile in der Grenz- 
schicht der kompressiblen Fliissigkeiten genau so darstellen lassen wie im in- 
kompressiblen Gebiet. Die Berechnung der laminaren Grenzschicht wird hier meist 
nach dem Naherungsverfahren von Th. v. Karman und K. Pohlhausen durchgefiihrt. 
Die moderne Form dieses Verfahrens wurde von H. Holstein und T. Bohlen’ aus- 
gearbeitet. Die Grundgedanken dieser Berechnungsmethode sollen kurz nach 
H. Schlichting? skizziert werden. 


Wenn U die Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht (Potentialstrémung) 
ist, so wird fiir wu, die Geschwindigkeit in der Grenzschicht, der Ansatz gemacht 


u 

= an + by + en? +d nt, 

= H. Holstein und T. Bohlen: Ein einfaches Verfahren zur Berechnung laminarer 

Reibungsschichten, die dem Naherungsansatz von K. Pohlhausen gentigen. Lilienthal-Bericht 1940. 
2 H. Schlichting: Grenzschichttheorie, Verlag G. Braun, Karlsruhe. 
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wobei 7 = 5 und 6 (a) die Grenzschichtdicke ist. Bei Bentitzung der Grenzschicht- 
gleichungen wird dann durch die Randbedingungen der Ansatz auf die Form 


A 
ap 1H 2a te er) 


gebracht und es ist 2 = oe und y die kinematische Zahigkeit. Fiir das Geschwin- 


digkeitsprofil anr Ablosungspunkt ist (<* a), Wh = 0 und damit 4 = — 12. Nunmehr 


berechnet man die Verdrangungsdicke 6* und die Impulsdicke # in Abhangigkeit von 
d und A und geht damit in die etwas umgeformte Impulsgleichung von Th. v. Karman 


7) d 
Eley one az (9 U8) 
92 : : 
hinein. Nach Einfiithrung eines zweiten Parameters x = a ere gelingt es, die Impuls- 
2 
gleichung auf die Form a= = ae zu bringen, wobei Z = =. und F(x) eine an- 


gegebene Funktion von x bzw. 4 ist. 


In Verbindung mit diesen Uberlegungen hat nun L. Prandtl? die Frage beant- 
wortet, welcher Druckanstieg in einer laminaren, verzégerten Strémung gerade 
noch moglich ist, damit keine Ablésung auftritt. Diese Abschatzung wird in folgender 
Weise gemacht. Es werde angenommen, daf sich die Grenzschicht bis nahe an den 
Ablosungspunkt entwickelt hat, und das 4 fiir dieses Geschwindigkeitsprofil sei mit 
4 —=—10 gewahlt. Von dieser Stelle an soll sich das Profil nicht mehr andern und 
somit A konstant bleiben. Aus dem oben angegebenen v. Karman-Pohlhausen- 
Verfahren findet man dann als Bedingung dafiir, daB keine Ablésung eintritt, 


OO" ay. 

In einer fritheren Arbeit* wurde der Geschwindigkeitsverlauf beim Vorgang eines 
Verdichtungsstofes untersucht, wobei zwar innere Reibung, aber keine Wiarme- 
leitfiihigkeit angenommen wurde. Ist w, die Uberschallgeschwindigkeit des str6menden 


Gases vor dem geraden Sto, w die jeweilige Geschwindigkeit im StoSvorgang und 
Y= —, so befriedigt y die Gleichung 
“Al 
[gl ll glenn (1) 


wobei m = <2 und w, die Unterschallgeschwindigkeit nach dem StoB, « eine Konstante 
2 


und «x die Lauflange ist. Bei x = — co ist y= 1, also wu = u,, aber bei einem xz, 
das dem Betrage nach bereits sehr klein ist, ist y noch immer fast 1. Fiir m = 2°7 
und « = 10°8- 108, ist fir y = 1 — 10-® nach obiger Gleichung « = — 5°48- 10-8 


(in Metern). Der eigentliche StoBvorgang erfolgt dann innerhalb einer gewissen 
sehr kleinen Strecke, die nach dieser Methode aie Dicke des VerdichtungsstoBes 
darstellt. Strémt ein Gas mit Uberschallgeschwindigkeit lings einer Wand, so bildet 
sich eine Grenzschicht aus und diese wird auch beim Auftreten eines Stobvorsanees 
in die ,,Dicke“ des StoBes hineinreichen. Wenn man innerhalb der ,,Dicke‘‘ den 
Geschwindigkeitsverlauf nach obiger Gleichung annimmt, so kann man die Ab- 
schatzung L. Prandtls anzuwenden versuchen. Aus Gl. (1) findet man 

,_ *(1—y) (l—my) 

ng 2my 

Flee Pie dtl: The mechanics of viscous fluids. In W. F. Durand, Aerodynamic Theory ITT, 

8. ane Springer-Verlag (1935). 
. 4k. Bruniak: Zur Struktur des Verdichtungssto8es. Osterr. Ing.-Arch. VII, H. 2, 1953, 
Springer-Verlag, Wien. 
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(der Strich bedeutet die Ableitung nach «) und 


(tt a | my? —I 
oe oan pa 
’ au’ , vt ; 
Da aber y’ = _, Und y"” = ~ , So ist 
1 1 
Choe Jk a aye | 
eS i) om ye 


und daraus folgt: 11 y + ll my — 10my > 12. Beim StoB geht die Geschwindig- 


Aye ie Uu . : Ly 
keit in uw, tiber und, da m = —+ = M,*? ist, so ist dann y = —2 ales et Da- 
m1 _ a Uy m MEE 
mit ergibt sich fiir das Ende des StoB8vorganges 
Le 10 10 
- ll ND. F 


m m 
1] + pees 12 
ete ss: 


eine Ungleichung, die fiir m > 1 nicht gilt. Das 
heiBt aber, da das Profil A = — 10 nicht erhalten 
bleibt. Es ist somit Ablésung zu erwarten. 

Wie bereits oben angenommen, seien also 
die Geschwindigkeitsprofile in dimensionsloser 2 
Schreibweise gegeben durch 


Uu 


A 
pe tg GF — 39? + 3? = 9°), 


wobei 0 <7 <1 gilt und A je nach dem ausge- 
bildeten Profil verschiedene Werte besitzt. Fiir 


A > 12 erhalt man 7 >1, das hei®t, gewisse 


Geschwindigkeiten in der Grenzschicht sind groBer 70 
als die Geschwindigkeit am Rande derselben. Fir app. 1. Geschwindigkeitsprofile in 
stationaire Grenzschichten trifft dies nicht zu. der Grenzschicht 

Wenn man jedoch bedenkt, daf sich beim Ver- 

dichtungssto8 ein Profil ausbildet®, das insofern von den Geschwindigkeitsprofilen 
in der Grenzschicht abweicht, als die Geschwindigkeiten von Null bis zur kriti- 
schen ansteigen und dann wieder bis zur Unterschallgeschwindigkeit, die beim 
geraden StoB eintritt, abfallen, so kann man versuchen, fiir so ein Profil eines von 
Pohlhausen mit einem A-Wert groBer als 12 anzusetzen. Man muB8 sich vorstellen, 
daB das Profil bis zum StoBbeginn einen A-Wert zwischen — 12 und + 12 hatte und dann 
plotzlich innerhalb der StoBbreite einen A-Wert gréBer als 12 annimmt. In Abb. 1 
sind verschiedene Profile dargestellt. 


Weil nach dem Sto8 die Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht wu, ist, so 
hat man fiir die kritische Geschwindigkeit z. B., wenn 2 — 50, . = 1°43 (aus dem 
2 


Diagramm). Da w,u, = c*?, so ist = = o = M*. Also 4% =: 1:43: und 
2 

M, = 1-61. Man denke sich nun die Grenzschicht bis zu einem bestimmten Punkt 

der Lauflainge x ausgebildet und der Wert von 4 sei 2,. An dieser Stelle x, entstehe 

dann ein gerader VerdichtungsstoB, der bis x, reiche. Bei 2, sei A = A,. Ferner gelte 

A, <12und 4, > 12. Ganz knapp hinter x, liege der Punkt 2, mit A;. Auf die Quer- 


5 R. Bruniak: Uber die Riickstrémung in der Grenzschicht beim VerdichtungsstoB. Osterr. 
Ing. Arch. 8, H. 2/3 (1954). 
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schnitte bei x, und x, kann man nun den Impulssatz mit gewissen Vernachlassigungen 
anwenden. Es gilt dann 
0) 8 3 
| (ou) wdy — \ (gu) udy = p,d —\ p dy. (2) 
0 0 0 
In diesem Ansatz bedeuten u die Geschwindigkeiten bei 2 und w die bei 3. Die 
Grenzschichtdicke 6. ist wegen der sehr kleinen Entfernung von x, und 2, gleich an- 
genommen und im ganzen Querschnitt bei 3 herrsche der Druck p,, der nach dem 
StoB entsteht. Nimmt man im Querschnitt 2 den Druck bis zur kritischen Geschwindig- 
keit mit p,, demselben der vor dem StoB gelten soll, an, so kann man 
6 3 


lp dy = \p.dy +\pdy= pry’ + \pdy 
y 


0) 


0 y 
schreiben. p ist nun der jeweilige Druck, der beim Sto entsteht, und es ist® 
p= —C (Ug — Uy) + Py 
mit c als konstanter Stromdichte. Damit bekommt man 
) tC) 
|pdy = —\[¢ (wu, — %) — pil dy. 
y y’ 
Aus Gl. (2) folgt somit 
: oe anes 8 
V(Qw) me dg) (0 8) ts Oe Dae ial ae 
7 
¢ Cte om 3 
[louluay me (0%) @ dai Pare Fa) 0+ \¢ (uw, — uy) dy. 
> 


Da wu, kleiner als u, ist, so gibt das Integral den lnpulsverlust, der beim Sto ent- 
steht, denn unter uw, und w, sind die jeweiligen Geschwindigkeiten zwischen der 
kritischen und der Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht zu verstehen. Wenn 
man diesen Verlust zum ersten Integral auf der linken Seite, das den Impuls beim 
A,-Profil darstellt, hinzugibt, so erhalt man den Impuls beim 4,-Profil. 

Es bleibt somit 
0) 


\ (eu) wdy — | (Qu) udy = (pz — pj) 0, 


— & 


0 


o 


wobei das erste Integral den Impuls bei 1, das zweite den bei 3 darstellt. Weil 


ou —¢, die Stromdichte, als konstant angenommen werden soll, so folgt mit » = < 


1 1 
\cu ddn —\cuddn = (py — p,) 0. 
0 0 

Oder 


1 1 
jwdn —\udy = M2? 
0 0 


c 
Nun ist aber 


w= (20 27° + vf 4 8B (7 — 377+ 378 nh) uy, 


w= (20 ay if Poe (iy — Oa Sp nt) Ws; 
dies eingesetzt, ergibt 


6 Siehe *. 
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3 Ay : A Ps 
O°'7 uy T F990 “4 — 0°7 Us — F750 v2 = ae = ee the tn es 
A, Uy ers, ae Us == 0°3 (w, ai Uy) : 120, 
Nun ist aber ; : 
Us (hk 1 
u an 7 S22 
daher ; ; : 
1 1 
A, A; M,*? = 36(1 -_ wer) 
1 
A, = 36 — M,*? (36 hie As) 
Soll nun die Grenzschicht bei 3 ablésen, so mu8 bekanntlich wegen (| = 0 
dann 4 = — 12 sein. Angenommen, es erfolge Ablésung, so ergibt die letzte Gleichung 
. 48 
A, = 36 — pare 


Die Werte von M,* gehen von 1 bis 27437. 
Ks gilt somit 


1 
Mat 2017 


1= 


und 
i? = 4, = 27: 


Setzt man im Querschnitt 1 den gréBten A-Wert, den man fiir stationire Grenz- 
schichten hat, also + 12 voraus, so kann man M,* ausrechnen und findet M,* = 2 
und daher M, = //2°5. Fiir alle Werte M,* gréBer als /2 ergeben sich /,-Werte 
groBer als + 12. Fiir kritische Mach-Zahlen, die gréd8er als /2 sind, wird also auf 
jeden Fall Abldsung eintreten, denn die /,-Werte sind kleiner als der aus obiger 
Gleichung gefundene Wert. Hat man M,* <//2, so ist A, <12. M, = 1-225, 
also M,* = 1:177 gibt 4, ~ 1. Ist nun der A-Wert des Geschwindigkeitsprofils in 
dem Punkt, in dem der VerdichtungsstoB beginnt, groBer als 1, so wiirde nach obigem 
in diesem Fall der StoB nicht zur Ablosung fiihren. 

(Hingegangen am 31. Januar 1956.) 


Warmespannungen in einem Prandtl-Reufischen Korper 
Von Fritz Chmelka, Wien 


Zusammenfassung. Die Prandtl-ReuBschen Gleichungen des ideal plastischen Kérpers werden 
erweitert fiir den Fall, daB infolge eines Temperaturfeldes Warmespannungen auftreten. An Hand 
eines einfachen Beispieles wird die Anwendung der Theorie vorgefiihrt. 


I. Elastischer Bereich 


Den folgenden Betrachtungen liegt ein homogener, isotroper Kérper mit einem 
von der Temperatur unabhangigen Warmeausdehnungskoeffizienten « zugrunde. 
Der Kérper soll sich bis zu einer gewissen Grenze elastisch, dann jedoch ideal plastisch 
verhalten. Die Temperatur 7’ des Korpers kann von Ort zu Ort verschieden sein. 
Sie werde von irgendeinem Ausgangspunkt aus gezihlt, wo sich der Korper im 
,Normalzustand’‘, also etwa im spannungslosen Zustand befinden médge. Die 
Temperatur werde sehr langsam auf die betrachtete Hohe 7’ gebracht, von einer 
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allfalligen raschen Zeitabhangigkeit der Temperatur (nicht stationdre Zustainde) 
soll hier nicht die Rede sein. Der im folgenden betrachtete Spannungszustand des 
Korpers 62, Oy; Oz) Tyzs Tra) Toy Kann entweder durch die Temperatur T allein hervor- 
gerufen worden sein, in diesem Fall spricht man von Warmespannungen. Die folgenden 
Betrachtungen gelten aber auch dann, wenn dieser Spannungszustand nicht allein 
infolge von 7’, sondern durch eine gleichzeitig wirkende auBere Belastung entstanden 
ist. 

Betrachten wir zunichst den elastischen Bereich des Korpers, so besteht 
zwischen den Spannungskomponenten, der Temperatur und den Verzerrungs- 
komponenten é,, &) & Vyz Yer Ve, der folgende Zusammenhang?: 


1 3” a 
c= ga (% Tees) tT MEF 
1 3 © 
ee =sq(% -755) +oafT, Ven = Go (1) 


1 3 8 
«= aq (e —zere) t+eT: Vey = Ge 
Darin bedeutet G den Schubmodul, » die Poissonsche Konstante und 
1 
8 =z (G2 + oy + 9) (2) 


die mittlere Normalspannung. Bezeichnen wir mit u,, w,, u, die Verschiebungen der 
Punkte des Kérpers, so hingen diese mit den Verzerrungen in der bekannten_ Weise 
zusammen : 


ou ou, ou 
Ey = = ’ Vuz = Bus = C (3) 
usw. usw. 


Die Gl. (1) und (3), noch vermehrt durch die drei Gleichgewichtsbedingungen, stellen 
dann insgesamt ebenso viele Gleichungen dar, wie die Zahl der unbekannten Spannungs-, 
Verzerrungs- und Verschiebungskomponenten betragt. 

Im Hinblick auf die folgenden Uberlegungen wollen wir die thermo-elastischen 
Grundgleichungen (1) in eine etwas andere Form bringen. Fiihren wir die mittlere 


Dehnung 1 
€ => (Es + &y + &) (4) 
ein, so erhalten wir durch Addition der Gl. (1) 


e= ae a oT, (5) 
wo 
2G 1+» 
cell ak Ts G (6) 
den Kompressionsmodul bedeutet. Fiir die spezifische Volumsiinderung gilt dann 
Av 8 
—=8e=— +307. (7) 
Fiihren wir nun den Spannungsdeviator ein, mit den Komponenten 
8g = Og—8, Tez (8) 
usw. usw. 


+ Siehe etwa E. Melan und H. Parkus: Wiirmespannungen, 8. 5. Wien: Springer-Verlag. 
1953. Es sei darauf hingewiesen, daB in diesem Buch, im Gegensatz zu den obigen Definitionen, 
unter s = o, + o, + o, und unter e = «, + «, + e, verstanden ist. Ferner schreiben wir statt 


Egy hier > Vey usw. 
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und den Verzerrungsdeviator 1 
Cy = Ey €, 9 Vue (9) 


usw. usW. 


so erhalten wir aus den Gl. (1) 
Spe tG ei ty == Gy, 
Soe eGe t= GH, (10) 
$,= 26 e,, Cag = Gon 
Zwischen den Komponenten des Spannungs- und des Verzerrungsdeviators besteht 
somit der gleiche Zusammenhang wie in dem Fall, daB kein Temperaturfeld vorhanden 
ist. Die Gl. (10) sind jedoch nicht voneinander unabhangig (denn es ist stets 


Sy + 8, + 8, = 0) und sie miissen noch durch die Gl. (5) erginzt werden, die dann 
auch die Abhangigkeit von der Temperatur zum Ausdruck bringt. 


II. Plastischer Bereich 


Wir nehmen an, daf sich das Material plastisch verhalt, sobald die FlieB- 
bedingung erfiillt ist. Man wird nicht fehlgehen, wenn man diese auch im Falle 
der Warmespannungen als Funktion der Spannungen allein (unabhingig von den 
Verzerrungen) ansetzt. Im allgemeinen wird man die Misessche FlieBbedingung be- 
niitzen, die besagt, daB plastisches FlieBen dann zu erwarten ist, wenn die zweite 
Invariante des Spannungsdeviators einen bestimmten Wert erreicht und diesen 
wahrend der folgenden Zeit beibehilt: 


J,=k und J,=0. (11) 


(Hier wie im folgenden mége der Punkt die partielle Ableitung nach der Zeit be- 
deuten.) Ausfihrlich geschrieben, ist 


Jo => (822 +85? + 82) + ty? + tee? + toys (12) 
und & hat die Bedeutung der SchubflieBgrenze, das ist jene Schubspannung, bei der 


unter dem Spannungszustand ,,reiner Schub“ FlieBen einsetzt. k hangt mit der 
Zug- bzw. DruckflieBgrenze op wie folgt zusammen: 

op = LEY 3. (13) 
Ist J,< k?, so befinden wir uns im elastischen Bereich. Ist zwar J, = k?, aber 
J,< 0, so spricht man von einer Entlastung aus dem plastischen Bereich, von der 
angenommen wird, da sie ebenfalls rein elastisch erfolgt. 

k ist normalerweise eine Konstante. Im Falle der Berechnung von Warmespan- 
nungen wird man allerdings beachten miissen, da}, wenn sich die Betrachtungen tiber 
gréBere Temperaturbereiche erstrecken, die Hohe der SchubflieBgrenze von der 
Temperatur und, wenn sich diese mit der Zeit andert, auch von der Zeit abhangen 
wird, worauf wir hier jedoch nicht naher eingehen. 

Wir wollen annehmen, da bei dem von uns betrachteten Koérper, wenn er bloB 
einer Belastung ausgesetzt ist (wenn also kein Temperaturfeld herrscht), fiir den 
Zusammenhang zwischen Spannungen und Formanderungen im plastischen Bereich 
die Gleichungen von Prandtl und ReuB gelten sollen, welche lauten?: 


S02, — 3, - 28, Gat + A Tye. (14) 


usw. usw. 


2 Siehe etwa W. Prager und P. G. Hodge: Theorie ideal plastischer Kérper (deutsch von 
F. Chmelka), S. 30, Wien: Springer-Verlag, 1954; oder F. Chmelka: Uberblick tiber die Plastizi- 
tatstheorie und ihre neuere Entwicklung. Osterr. Bauzeitschrift 10, 145—160 (1955). 
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Dies besagt, daB sich z. B. die Anderungsgeschwindigkeit der Deviatorkomponente ¢,, 
das ist é,, zusammensetzt aus einem aus dem Hookeschen Gesetz [Gl. (10)] folgenden 
elastischen Anteil ; 1 

(15a) 


Cx = 9G Sa 
und einem plastischen Anteil @,’’, welcher proportional der an der betreffenden Stelle 
herrschenden Spannungsdeviatorkomponente s, gesetzt wird. Da man annimmt, 
daB die Spannungen keine bleibende Volumsinderung hervorrufen, ist der plastische 
Anteil der mittleren Dehnung, den wir mit e’’ bezeichnen wollen, gleich Null, und 


es gilt fiir den plastischen Anteil der Dehnungsgeschwindigkeiten ¢,'’ = é,’’ usw. 
Wir setzen also ’ : Zl 
Ca = Bas. = 5g Sy. (15b) 


Der Proportionalitatsfaktor 4 hingt von den Koordinaten wie auch von der Zeit 
ab und stellt eine neue Unbekannte dar, die jedoch mittels der FlieBbedingung (11) 
eliminiert werden kann. Wiederum sind von den sechs Gl. (14) nur fiinf voneinander 
unabhingig; sie werden erginzt durch die Beziehung 
8 

Se 

die aus Gl. (5) folgt, nachdem wir dort 7 = 0 gesetzt haben, da wir ja im Augen- 
blick kein Temperaturfeld betrachten. Da naimlich e” = 0 ist, ist e = e’, das heiBt, 
gleich dem nach dem Hookeschen Gesetz zu berechnenden elastischen Anteil von eé. 

Ist nun ein Temperaturfeld vorhanden, so wollen wir die Annahme beibehalten, 
daB sich der K6rper gegeniiber den Spannungen im plastischen Bereich als 
inkompressibel erweist, hingegen soll er den gleichen Warmeausdehnungskoeffizienten 
besitzen wie im elastischen Bereich®. 

Im folgenden bedeutet ein Buchstabe ohne Strich den Gesamtwert der betreffenden 
GroBe; die von den Spannungen herriihrenden Anteile sollen durch den Index o 
gekennzeichnet werden. Es gilt dann fiir die Gesamtdehnung in der 2-Richtung, 
die sich aus einem elastischen und einem plastischen Spannungsanteil und einem 
Temperaturanteil zusammensetzt : 


fg bps Ha a eee (17) 


Aus dieser Gleichung und den analogen Ausdriicken fiir ¢, und e, folgt dann die 
gesamte mittlere Dehnung zu 


* (16) 


e= 


C= 651-6, ciel =e, ee (18) 
da ja e,’”=0 ist. Nun gilt fiir die Deviatorkomponenten 

Crs = Eng — Co» Cag = Egg (19) 
Ks ist daher der Gesamtwert der «-Komponente des Verzerrungsdeviators gegeben 
caren Oy = By — © = lag’ + Ogg”, (20) 


und der Verzerrungsdeviator sieht demnach genau so aus, wie wenn kein Temperatur- 
feld vorhanden wire. Das gleiche gilt natiirlich auch fiir seine Ableitung. Es bleiben 
daher, auch wenn ein Temperaturfeld vorhanden ist, die Gl. (14) unverindert: 
2G ex = 82 + A8q5 G Vis a a A T yz 
2G ey = 8y + Asy OF Yex = ten + A Tres (21) 
2G é, = 4b AS, Apogee tag Aten 


3 Ks ware zu klaren, ob in dieser Annahme, wenn sie in aller Strenge verstanden wird, nicht 
etwa ein grundsitzlicher Widerspruch liegt. Indessen zeigen z. B. auch Fliissigkeiten geringe 
Kompressibilitét und doch merkliche Warmeausdehnung. 
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Der Unterschied gegeniiber friiher macht sich nur in der der Gl. (16) entsprechenden 
Zusatzgleichung bemerkbar. Indem wir ‘Gl. (18) nach der Zeit differenzieren und 
fiir e,’ seinen Wert gem&B Gl. (16) (die ja den elastischen Spannungsanteil von é 


darstellt) einsetzen, erhalten wir 
=a taf. (22) 
Beziiglich des Faktors A sei noch folgendes bemerkt. Fiihrt man die GréBe 
Ww = Sy ey Sy ey Sz e, T yz Vee “tr Tze Yeu et Tay Vas (23) 
ein, so laBt sich zeigen, daB sie die Arbeit darstellt, die pro Zeit- und Volumseinheit 
bei der Gestaltsinderung des Kérpers (im Gegensatz zu Volumsinderungsarbeit) 
geleistet wird‘. Setzt man in Gl. (23) fiir é, = é,’ + é,’’5, so sieht man, daB man W 


in einen elastischen Anteil W’ und in einen plastischen Anteil W” zerlegen kann, 
wobei sich mittels Gl. (10) und (12) der elastische Anteil in der Form 


Ww’ = — is (24) 
schreiben laBt, so daB also gilt: 
W= aL ees ae (25) 


Im plastischen Bereich, also bei Giiltigkeit der Gl. (21), ist laut Gl. (11) J, = 0 und 
somit W = W’’. Multipliziert man die Gl. (21) der Reihe nach mit s,, s,, s,, 27 


2 T:,, 2 T,, und addiert, so findet man nach Einsetzen des Wertes von W und unter 
Beachtung der Gl. (11) die folgende Darstellung fiir A: 


YZ? 


= (26) 


A ist also der an der betreffenden Stelle des Korpers bei der plastischen Verformung 
geleisteten Gestaltsinderungsarbeit proportional. Diese Arbeit kann nicht mehr als 
mechanische Arbeit zurtickgewonnen werden, sondern wird in irreversibler Weise zur 
Ginze in Warme verwandelt. Jedes Volumelement, in dem eine plastische Verformung 
auftritt, stellt demnach eine Warmequelle dar, was unter Umstanden die eingepragte 
Temperaturverteilung beeinflussen kann. 

Betreffend die Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen ware noch zu sagen, 
daB diese berechtigt ist, solange simtliche von uns mit Punkten bezeichneten zeitlichen 
Anderungen entsprechend langsam vor sich gehen. Wenn insbesondere das Temperatur- 
feld geniigend langsam aufgebaut wird, so daB jede Temperaturanderung Zeit hat, 
sich tiber den ganzen K6rper auszuwirken, dann k6nnen wir das Feld in jedem Augen- 
blick als stationaér betrachten. 

Rickschauend erkennen wir, daf bei der Aufstellung der Prandtl-ReuSschen 
Gleichungen fiir einen temperaturbeanspruchten Korper eine Reihe von Problemen 
auftaucht und es mag sich vielleicht gegen diese oder jene der hier getroffenen An- 
nahmen ein Einwand erheben. In erster Niherung jedoch diirften unsere Gleichungen 
gute Dienste leisten. 

III. Beispiel 


Als einfaches Beispiel betrachten wir einen prismatischen Klotz aus elastisch- 
plastischem Material, der sich zwischen zwei starren Wanden befindet und der einer 
langsam ansteigenden Erwirmung und einer darauffolgenden langsamen Abkiihlung 


4 Siehe Prager-Hodge?, S. 36. ; 
5 Wir lieBen den Index o wieder weg, da die Deviatorkomponenten ohnehin keinen Temperatur- 
anteil besitzen. 
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ausgesetzt ist. Die Lange des Klotzes, die gleich dem Abstand der beiden Wande 
sein soll, bleibt also wihrend des ganzen folgenden Prozesses konstant bis zu dem 
Augenblick, wo sich der Klotz von den Wanden lést. Der Querschnitt des Klotzes 
sei konstant und mag etwa quadratisch gedacht werden. Zu Anfang des Prozesses 
(T = 0) sei der Klotz spannungslos und passe genau zwischendie beiden Wande 
hinein. Mit steigender Temperatur 7’ werden die Wande auf den Klotz, dessen 
Ausdehnung sie verhindern, Druckspannungen ausiiben. Die Formanderungen des 
Klotzes werden zunichst rein elastisch sein, spiter werden sich plastische Ver- 
formungen hinzugesellen. Lassen wir sodann die Temperatur wieder sinken, so 
wird die Entlastung des Klotzes in rein elastischer Weise erfolgen. 


Wir wollen dieses Beispiel mit Hilfe der von uns abgeleiteten Gleichungen be- 
handeln, obwohl die Rechnung auch auf ganz elementarem Wege durchgefiihrt werden 
kann. Beide Wege fithren zu demselben Ergebnis, was als Kontrolle dienen kann. 


Wir legen die x-Achse eines rechtwinkeligen Koordinatensystems in die Langs- 
achse des Klotzes, also senkrecht zu den beiden Wanden, die y- und die z-Achse legen 
wir parallel zu den Quadratseiten des Querschnittes. Es tritt dann nur eine von 
Null verschiedene Spannungskomponente auf, nimlich o,, die wir der Kiirze halber 
mit o bezeichnen. Nach den Gl. (2) und (8) haben wir dann 


1 2 1 
oye: 82 = 39; Oy 82 te tae (27) 


Nach Voraussetzung ist die Langsdehnung «, = 0 (und dasselbe gilt fiir samtliche 
Gleitungen), ferner ist ¢, = ¢, = €, gleich der Querdehnung. Nach den Gl. (4) und (9) 


ist demnach 
2 2 1 
Crete, | Cg rae, Oye eee (28) 
Zunachst gilt das Hookesche Gesetz; wir erhalten nach Einsetzen der Werte aus 
den Gl. (27) und (28) in die erste Gl. (10) 
o = — 24a. (29) 


Ferner folgt aus Gl. (5) in Verbindung mit Gl. (27) 
e=ae taf. (30) 


Setzen wir darin fiir e seinen Wert aus Gl. (28) ein, sodann fiir ¢, seinen Wert aus 
Gl. (29) und schlieBlich fiir K den Wert aus Gl. (6), so folgt, wenn wir beachten, daB 
der Elastizitatsmodul H = 2G (1 + 1) ist, 


o=—cakT. (31) 
Dies eingesetzt in Gl. (29) liefert fiir die Querdehnung 
& =a (low) T (32) 
Diese beiden Gleichungen fiir o und «, gelten bis zum Erreichen der FlieBgrenze, das 
ist hier die DruckflieBgrenze fiir den einachsigen Spannungszustand o, = — k V3 
[s. Gl. (13)]. Die Temperatur, bei der FlieBen einsetzt, erhalten wir aus Gl. (31) zu 
ae 

Tp = wee (Op << 0). (33) 

Die GréBe der Querdehnung zu diesem Zeitpunkt folgt aus Gl. (32) zu 

oO i’ 

ear = «(1+ 9) Tp = — = (14). (34) 


Fir Stahl ist H = 2.1-10%kg/em’, « = 1.25-10-5/°C; setzen wir etwa fir 
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op = — 2400 kg/cm?, so erhalten wir fiir 77 = 91°C. Bei solchen Temperaturen 
kénnen wir wohl noch die Temperaturabhingigkeit der Materialwerte vernachlissigen. 

Bei weiterer Temperatursteigerung kommen wir nun in den plastischen Bereich, 
wo die Gl. (21) und (22) gelten. Aus der FlieBbedingung folgt, daB die Spannung o, 
nunmehr konstant und gleich oy bleibt. Da wir also die Spannung bereits kennen 
und ferner nur eine einzige unbekannte VerzerrungsgréBe, niimlich €,, haben, kénnen 
wir diese sofort aus Gl. (22) im Verein mit Gl. (28) berechnen. Da wegen o, = konst. 
und o, = o,=0 s=0 ist, haben wir 


9 =aT. (35) 


Diese Gleichung gilt im plastischen Bereich, also fiir 7 > 7». Ist 7, die Héchst- 
temperatur, auf die wir den Klotz erwiirmen, dann liefert die Integration der Gl. (35) 
mit den Anfangswerten ¢,, nach Gl. (34) und 7’, nach Gl. (33) fiir die Querdehnung «,, 
im Augenblick des Erreichens der héchsten Temperatur 


3 a 
Ea = 9 &T1 + oye (1 — 2”). (36) 


Wenn wir nunmehr die Temperatur wieder senken, so erfolgt die Entlastung aus 
dem plastischen Gebiet in rein elastischer Weise, das heiBt, die Spannungsinderungen 
hangen mit den Anderungen der Verzerrungsgré8en nach dem Hookeschen Gesetz 
zusammen. Die Gl. (10) und (5) miissen daher jetzt in differentieller Form geschrieben 


werden: Se — 2G Cx; Coc =i Y ves (37) 
usw. usw. 
: § r 


Wir wollen bis zu jenem Punkt abkiihlen, wo die Spannung o gleich Null geworden 
ist und bezeichnen die zugehérige Temperatur mit 7',. Der vorher zwischen den 
beiden Wanden infolge der Warmespannungen festgeklemmte Klotz wird in diesem 
Augenblick herausfallen. 

Setzen wir in die erste Gl. (37) und in Gl. (38) die Werte fiir &,, é,, é, aus den 
nach der Zeit differenzierten Gl. (27) und (28) ein, so erhalten wir schlieBlich 


c=—aok Pf, (39) 
é,=(1+)oT. (40) 


[Es ergeben sich natiirlich die nach der Zeit differenzierten Gl. (31) und (32).] Gl. (39) 
ist nun zwischen den Grenzen o, und 0 fiir die Spannung bzw. 7’, und 7’, fiir die 
Temperatur zu integrieren, worauf sich die gesuchte Temperatur 7’, ergibt: 


oO 
T,.=7T,+—7=1— Ts. (41) 


Dieses Ergebnis ist nicht iiberraschend, wenn man bedenkt, dafs die gesamten bis 
zur FlieBgrenze aufgebauten elastischen Verformungen wieder abgebaut werden 
miussen. ? 

Hatten wir also den vorhin betrachteten Stahlklotz auf 7’, = 150°C erwarmt 
und nachher wieder abgekiihlt, so wiirde er bei 7', = 59° aus seiner Kinklemmung 
herausfallen. aan 

Integrieren wir Gl. (40) zwischen den Grenzen ¢,; und éqp fiir die Querdehnung 
bzw. 7, und 7, fiir die Temperatur, so erhalten wir fiir die Querdehnung bei der 


Temperatur 7' 
y ; 3 (a T, + a (42) 
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Nun wollen wir die Temperatur wieder auf ihren Ausgangspunkt 7’ = 0 absenken. 
Der Korper ist jetzt spannungslos und zieht sich mit abnehmender Temperatur gleich- 
maBig zusammen. Nun nimmt auch die Dehnung in der a-Richtung ab. Bezeichnen 
wir sie mit ¢« und nennen wir ¢, ihren Endwert bei 7’ = 0, so haben wir 


a Be EHP suas | (43) 


wenn wir fiir 7’, seinen Wert aus Gl. (41) einsetzen. Fiir die Querdehnung in diesem 
Augenblick erhalten wir mittels des Wertes aus Gl. (42) 


1 
ts =ta— 2 T= (aT, + FI (44) 


Wir bezeichnen mit 7 die Temperaturdifferenz, um die wir die Temperatur an der 
FlieBgrenze iiberschritten haben, um zur Héchsttemperatur 7’, zu gelangen, also 
T = T,—T,. Unter Verwendung von Gl. (41) (der zufolge iibrigens 7 = 7’, ist) 
lauten dann die Gl. (43) und (44) fiir die bleibenden Verformungen des Klotzes 
&3 = — & T 3 
_ (45) 
ee SS ad 


Der Klotz ist also ein wenig breitgedriickt worden. Zur Kontrolle stellen wir fest, 
daB die bleibende Volumsanderung gleich Null ist: 


Og te ey ee eee eas (46) 
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Stabilitatsuntersuchung von Regelungsvorgingen 
vermittels Laplace-Transformation 


Von Gustav Doetsch, Freiburg i. B. 


Zusammenfassung. Wenn die Laplace-Transformierte der RegelgréBe gefunden ist, laBt 
sich mit ihrer Hilfe die Frage der Stabilitiét entscheiden, aber nicht (auBer in den einfachsten 
Fallen) durch blo&e Betrachtung ihrer Singularitéten im Endlichen, wie es hiaufig geschieht, 
sondern durch Anwendung tieferer Siatze, die von den Singularitiiten der Bildfunktion auf das 
asymptotische Verhalten der Originalfunktion schlieBen, wobei die Singularitaét der Bildfunktion 
im Unendlichen eine wichtige Rolle spielt. 


Zum besseren Verstindnis des Folgenden sei die Behandlung eines Regelungs- 
systems vermittels Laplace-Transformation im einfachsten Fall vorausgeschickt. 
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Dieser liegt dann vor, wenn die RegelgréBe X(t) einer gewohnlichen linearen 
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten geniigt: 


Per ogay a (hms SY OP AE) Pe, A(t) Fe), (1) 
wobei die Anfangswerte als verschwindend vorausgesetzt werden: 
X(+ 0) = X(+0) =... = Xm-14. 0) = 0. 

Durch die Laplace-Transformation (im folgenden kurz &-Transformation genannt) 


x(s) = | ene X(t) dt = &{X} 
0 
(X(t) = Originalfunktion, 2(s) = Bildfunktion) geht die Differentialgleichung be- 
kanntlich in die algebraische Gleichung 
8" 2(8) + C,_, S*—1 a(s) + ... +, 8 x(s) + cy 2(s) = f(s) (2) 


iiber, die, wenn man 


aan oes ft Oe 4-6, = p(s) 
setzt, die Lésung hat: 
n(s) = 5 Ils). (3) 
Die ,,Ausgangsfunktion* 2(s) entsteht also aus der ,,Eingangsfunktion“? f(s) durch 
einfache Multiplikation mit dem ,,Ubertragungsfaktor“‘ 
1 
159 ame 

q(s) ist eine gebrochen rationale Funktion. Ist die Eingangsfunktion F(t) der 

EKinheitsstoB 
Osun: = 0; 

uw =| 1 fiir ¢>0, 


so ist f(s) =—; ist F(t) eine sinusartige Schwingung e'°’, so ist f(s) = ~—. In 
diesen Fallen ist auch xz(s) eine gebrochen rationale Funktion, die man in 
Partialbriiche zerlegen kann, welche die Pole «, der Funktion (die Nullstellen des 


Nenners) in Evidenz setzen: 


a(s) = S’—— (4a) 


wenn die Pole einfach sind, 


ee po po) py) 
—-% | . 
x(s) = ae \— x, | (8—a,)? init i op 


» 


(4b) 


fee ie 
(eo) 


wenn die Pole «, die Mehrfachheiten /, haben. 


In dieser Gestalt 1aBt sich x(s) unmittelbar in den Originalraum ,,zuriicktiber- 
setzen“‘: 


X(t) = db, ert (5a) 
bzw. 
52) pt) 
At) S [oe Happ akies + Tt vo) ert, (5b) 


1 Wir gebrauchen im Bildraum dieselben Ausdriicke, wie sie fur die Funktionen des Original- 
raumes tiblich sind. 
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Die RegelgréBe X(t) ist stabil, wenn sie fiir ¢ + co gegen 0 strebt® (eigentliche 
Stabilitat) oder gegen einen anderen festen Wert strebt (uneigentliche Stabilitat) oder 
in endlichen Grenzen schwankt (Quasistabilitat). Das Verhalten von X(t) laBt sich 
aus den Formeln (5) entnehmen, da |e%‘| = e*%* ist und das Verhalten der 
Exponentialfunktion von dem Vorzeichen von ft «, abhaingt. Numeriert man die 
Pole «, von x(s) in folgender Weise: 


Wt Gee a eee ey 
so gilt, wenn es nur einen Pol mit gréBtem Realteil gibt: Die Regelung ist 


fir Ko, > 0 instabil, 

fir Ra, <0 stabil, 

fir R «, = 0im Fall «, = 0 uneigentlich stabil, 
im Fall J«,+0 quasistabil, wenn «, ein einfacherPol ist; 
instabil, wenn «, ein mehrfacher Pol ist. 


Analog ist die Diskussion, wenn es mehrere Pole mit gréBtem Realteil gibt. Resultat: 
Die Regelung ist nur dann (in irgend einem Sinn) stabil, wenn keine Pole in der 
rechten Halbebene liegen und die auf der imaginaren Achse liegenden einfach sind. 

Um dies festzustellen, braucht man gar nicht erst zu x(s) die zugehérige Zeit- 
funktion X(t) aufzuschreiben, sondern man kann alles an der Bildfunktion x(s) ab- 
lesen. 

Dasselbe gilt, wenn X(t) mit gewissen anderen Groen einem System von 
mehreren linearen Difféerentialgleichungen genitigt, denn dann tritt an die 


Stelle von = bekanntlich® der Quotient einer Unterdeterminante und der Deter- 
minante des zugehorigen Bildsystems, also wieder eine gebrochen rationale Funktion. 

Bis hierhin ist die Diskussion vollsténdig in Ordnung. Es kommen nun aber sehr 
haufig Falle vor, in denen x(s) nicht durch eine gebrochen rationale Funktion dar- 
gestellt wird, z. B. bei Regelungen mit Totzeit. Wenn keine ,,StérgréBe vor- 
handen ist, habe der Regelkreis den Ubertragungsfaktor q(s) und die Totzeit 7’; wenn 
eine Stérgré8e Z(t) wirkt und der Regler abgeschaltet ist, habe die Regelstrecke den 
Ubertragungsfaktor q,(s) und die Totzeit 7',. Wird die ,,FiihrungsgréBe“ mit W(é) 
bezeichnet, so ist (siche HB IT, S. 289) 


—Ts —T,8 


q(s) é __92(8) & 

Me Te Ee. Een a 

Es geniigt, wenn wir den ersten Summanden betrachten, weil der zweite analog ge- 
baut ist. Selbst wenn q(s) wie vorhin eine gebrochen rationale Funktion ist, so ist 
x(s) jetzt eine transzendente (meromorphe) Funktion, die unendlich viele Pole 
haben kann. Handelt es sich z. B. um ein ,,integral wirkendes System“ (HB II, S. 279), 


: 1 1 ‘ : : 
so ist g(s) = —, und der Nenner 1 ‘beat hat, wie man leicht sieht, unendlich 


viele Nullstellen. Da nunmehr offenbar Konvergenzfragen auftauchen, ist es keines- 
wegs sicher, dafi man 2(s) in eine zu (4) analoge unendliche Reihe entwickeln 
kann. Noch weniger sicher ist es, da man diese in Analogie zu (5) gliedweise 
tibersetzen darf, weil dies auf eine Vertauschung einer unendlichen Reihe mit dem 


2 Wir verstehen unter X(t) und allen anderen Zeitfunktionen in iiblicher Weise die Ab- 
weichung vom Normalwert. In der Regelungstechnik werden diese Abweichungen gemi8 Norm- 
blatt DIN 19226 mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Wir gehen deshalb davon ab, weil in der 
Theorie der {-Transformation die Originalfunktionen mit groBen, die Bildfunktionen mit den 
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet werden. 

8 Siehe G. Doetsch: Handbuch der Laplace-Transformation, II. Bd., 8. 310ff. Basel: 
Birkhauser-Verlag. 1955. Dieses Buch wird im folgenden als HB II zitiert. 
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(uneigentlichen) &-Integral hinausliuft. Trotzdem wird in der Technik auch in einem 
solchen Fall ohne Bedenken dieselbe Methode wie in dem eingangs geschilderten 
»endlichen“ Fall angewendet: man untersucht einfach die Lage der Pole zur imagi- 
naren Achse, z. B. an Hand des Nyquist-Diagramms, und schlieBt daraus auf Sta- 
bilitat oder Instabilitat*. 


DaB diese naive Ubertragung der Verhiiltnisse vom elementaren auf den trans- 
zendenten Fall nicht allgemein richtig sein kann, sieht man leicht durch folgende 
Uberlegungen ein: 1. Es kann vorkommen, da die meromorphe Funktion nur endlich 
viele Pole hat. Schreibt man nun die Partialbruchentwicklung (4) an, die dann 
natiirlich nur endlich viele Glieder hat, so wiirde diese besagen, daB die Funktion gar 
nicht meromorph, sondern gebrochen rational ist. 2. Es kann sogar vorkommen, daf 
die Funktion gar keine Pole hat, also nicht meromorph, sondern ganz transzendent 
ist. Dann erhalt man iiberhaupt keine Entwicklung. 3. Der Ausdruck (6) kann 
eine mehrdeutige Funktion darstellen. Das ist z. B. der Fall, wenn es sich um ein 


,allgemeines integral wirkendes System‘ handelt, bei dem nicht q(s) = = sondern 


q(s) = ely > 0 beliebig) ist. Dann ist klar, daB eine Darstellung von 2(s) durch 
s 
die eindeutige Partialbruchzerlegung tiberhaupt nicht existieren kann. 
Daf das einfache Aufsuchen der im Endlichen gelegenen Singularitiéten der Bild- 
funktion fiir die Lésung unseres Problems nicht geniigt, wollen wir an einem drastischen 
Beispiel zeigen, indem wir folgende Funktion betrachten: 


: d 
X(t) = —awesinzeé|= az (COs = e’)|. (7) 


Sie stellt eine hdchst unangenehme Schwingung dar, die sich rasch aufschaukelt und 
immer schneller ihr Vorzeichen wechselt. Wir fragen nun: Wie verhalt sich das zu- 
gehorige x(s) ? Wo liegen seine Singularitaéten ? Auf den ersten Blick sieht es so aus, als 
ob in 


co 


«(s) = | e—8t (— wetsin ze’) dt 
0 


der Faktor e' bewirkte, daB das Integral nur fiir i s > 1 konvergiert, so daB man in 
s = 1 eine Singularitét vermutet, die dann, als rechts von der imaginaéren Achse ge- 
legen, die Instabilitét verraten wiirde. Nun liefert aber zweimalige partielle Inte- 
gration: 


@ 
= . s . 
heath met sin me) dt = 1 + e—** cos me” + —e—@t sin ae? + 


0 
@ 


4 SF leet: (— net sin xe) dt. (8) 


0 


Strebt w gegen oo, so hat der zweite Summand fiir Ji s > 0, der dritte fiir R (s + 1) > 0, 
der vierte fiir R(s + 1) > 0 einen Grenzwert, so daB a(s) = & {X} fiir Rs > 0 kon- 
vergiert und analytisch ist, also rechts von der imaginaren Achse sicher keine Singu- 

4 Derselbe Fehler wird auch sonst oft bei Anwendung der &-Transformation und erst recht 
beim Heaviside-Kalkiil gemacht. Das Heavisidesche ,,expansion theorem‘, das nichts anderes 
als die Entwicklung (5a) ist, ist richtig fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Es wird aber 
haufig auch ohne weiteres bei partiellen Differentialgleichungen verwendet, wo in dem Ausdruck 
fiir die Bildfunktion eine meromorphe Funktion vorkommt. Auch hier ist die Entwickelbarkeit 
der Bildfunktion in eine Partialbruchreihe und die gliedweise Ubersetzung in den Originalraum 
keineswegs allgemein gesichert und kann zu schweren Fehlern fihren. 
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laritit besitzt! Aber die Formel (8) fordert ein noch iiberraschenderes Ergebnis 
zu Tage: Bei Sts > 0 liefert sie fiir w — co folgende Funktionalgleichung : 

set a (e +2). (9) 
Diese zeigt, da sich x(s) aus der Halbebene ts > 0 zunachst in die Halbebene 
Ks > — 2, aus dieser in die Halbebene i s > — 4 usw., also schlieBlich in die ganze 
Ebene analytisch, fortsetzen 1a8t. Diese &-Transformierte besitzt also iberhaupt 
keine Singularitaten im Endlichen, die uns die Stabilitat oder Instabilitét der 
Originalfunktion X(¢) verraten kénnten. Diese kann daher nur mit dem Charakter 
der (notwendigerweise vorhandenen) Singularitaét im Punkt s = co zusammenhangen, 
die bei der Partialbruchzerlegung von x(s) und der Ubersetzung in eine Reihe von 
Exponentialfunktionen fiir X(t) ganz unberiicksichtigt bleibt. 

Es ist auch von vornherein einzusehen, daB es ganz abwegig ist und dem Wesen 
des Problems nicht entspricht, erst X(t) komplett durch Funktionsausdriicke dar- 
zustellen und dann an diesen das Verhalten von X(t) fiir t — co abzulesen. Das 
Problem besteht doch lediglich darin, das asymptotische Verhalten von X(é) 
fiir ¢ —> co (das heiBt fiir groBe ¢) festzustellen, und dafiir hat die ¢-Transformation 
eigene Methoden ausgebildet, die gestatten, dieses Verhalten an der {-'Transformierten 
x(s) abzulesen, allerdings nicht auf so einfache Weise, wie es die oben geschilderte 
,naive’’ Methode will. 

Wenn man das Verhalten von X(¢) aus dem von 2(s) erschlieBen will, so mu’ 
man zunichst X(t) vermittels x(s) darstellen. Das geschieht durch die bekannte 
,komplexe Umkehrformel* der L-Transformation : 


xs) =1— 


u+ico 
l 
a(t) re | e* x(s) ds (10) 


(a ein Punkt im Konvergenzbereich von & {X}), die fiir soleche Funktionen, wie sie in der 
Regelungstechnik auftreten kénnen, immer giltig ist. Man hat nun zwei wesentlich 
verschiedene Falle zu unterscheiden. 


I. Die Singularitéten von x(s) sind eindeutig 


Es handelt sich dann um Pole oder isolierte wesentlich singulire Stellen wo, 0;, ..., 
die wir so angeordnet denken: t x) > Ha, > .... (Wenn singulire Stellen mit glei- 
chem Realteil vorkommen, sind sie im folgenden gleichzeitig in Betracht zu ziehen.) 
Wir fiihren nun zunachst ein bei dem Integral (10) oft angewandtes Mandéver aus: 
Wir wahlen einen Punkt £) zwischen ‘hk «) und }t «, und bilden ein den Punkt «) um- 
schlieBendes Rechteck aus den Vertikalen bei den Abszissen f, und a sowie den Horizon- 
talen in den Hoéhen +o. Dann ist das Integral von es x(s) iiber den Rand im 
positiven Sinn, dividiert durch 2 77, gleich dem Residuum von ets x(s) im Punkt «po, also 

atio Bytio By—tio a—io 
fade 


ens ) F 4 ° | ! | e'® x(s) sy = Residuum von e!* x(s) in %. — (11) 
a—io atiw Pytiw fpy—io 
Wenn der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von x(s) bei a, die Gestalt hat: 
0 ee 
8—% ' (¢— 2) 
(im Fall eines Poles ist das die endliche Partialbruchreihe (4b)), so ist das Residuum 
(der Koeffizient von (s — a9) in der Potenzentwicklung von e!* x(s)) gleich 


p, (2) 
(0, + 7 t+... Jert 
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Wir machen nun eine erste Voraussetzung: 


V1. xs) strebe fiir soo gleichmiBig in dem Streifen® Pp SNRs Sa 
gegen 0. 


Dann streben in (11) die beiden Integrale tiber die Horizontalseiten fiir «@ —> co 
gegen 0. Ferner strebt dabei das erste Integral in (11) gema® (10) gegen X(t), so 
da8 man erhiilt: 

Bo + 100 ; } 
| ef’ x(s) ds. (12) 
By—tco 

Wenn man dieses Verfahren iterieren kann, das heiBt, wenn x(s) in weiteren, links 
angesetzten Streifen gleichmaBig fiir s > co gegen 0 strebt, so erhalt man fiir X(é) 
eine endliche Entwicklung vom Typus (5b), vermehrt um ein durch ein Integral 
dargestelltes Restglied: 


by 
T t+ ...Je%t+t 


X(t) = (6, + 


222 


n p2) By +ico 
9.) S— Dd” (6 4 + Jet ae | et § x(s) ds, (13) 
a0 By—too 
wobei 
Kt On+41 aay Nt Xn 
ist. 


An dieser Stelle erkennt man nun deutlich den Unterschied zwischen den zwei 
verschiedenen Zielen: Herstellung eines kompletten Ausdruckes fiir X(t) und Be- 
urteilung des asymptotischen Verhaltens. Wenn man nimlich X(t) durch eine. Reihe 


>) wirklich darstellen will, so mu8 man beweisen, daB das Restintegral bei festem ¢ 
v=0 
fiir 2 — co (das heiBt, wenn der Integrationsweg nach links wandert) gegen 0 strebt. Das 


ist sehr oft gar nicht wahr, und selbst wenn es wahr ist, schwer zu beweisen. Was, ist 
dagegen vom Standpunkt der Asymptotik aus zu beweisen ? 


Dazu bemerken wir: Das asymptotische Verhalten einer Funktion (é) fiir 
t —> co beschreiben, hei8t: eine Funktion y,(¢), deren Verhalten leicht zu tibersehen 
ist, finden derart, dab*® 


a —>1, das heiBt y(t) = po(t) + 0(yo) fiir t > oo 
0 


ist. Diese ,,asymptotische Darstellung‘‘ durch eine Funktion kann man so verall- 
gemeinern: g(t) gestattet eine asymptotische Entwicklung: 


pt) ~ S) y(t), 
wenn bei festem n gilt: 
p(t) = > y(t) + (Yn) 
»=0 


fiir t — co. 
In diesem Sinne hat X(f) nach (13) eine asymptotische Entwicklung: 


X(t) ~ y (o + 


5 Jede &-Transformierte strebt in ihrer Halbebene absoluter Konvergenz gleichma Big gegen 0, 
wenn s nach oben oder unten gegen co wandert. V1 setzt das auch noch weiter links als zu- 


treffend voraus. ay 
6 Das in der Mathematik iibliche Zeichen klein o ist so definiert: Es ist f(t) = o(y), wenn 


f(é)/p(t) + 0 (f ist ,,von geringerer GroBenordnung“ als y). 


b (2) 
see) ox? (14) 
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wenn bei festem n (das heiBt bei festem £,) 
By +tco 
| et* f(s) ds = 0 (e%) (15) 
By—tco 
fiir t > oo ist. Dies l48t sich nun viel leichter, das heiBt unter viel allgemeineren 
Voraussetzungen beweisen, als daB das Integral bei festem ¢ fiir n —> oo gegen 0 strebt. 
Schreibt man das Integral nimlich in der Gestalt (s = B, +7 y): 


+cCo 


ent | eity x (By +12y) dy, (16) 
= So: 
so kann man sich eine bekannte Tatsache aus der Theorie der Fourierreihen zunutze 
machen. Das Integral mit endlichen Grenzen 
fi 
[ety «(By +2 y) dy 


—-o 


ist nichts anderes als der (komplexe) Fourier-Koeffizient von x (8, +7y), und ein 
solcher strebt nach dem sog. Riemann-Lebesgueschen Lemma gegen 0 fiir t — oo. 
Man braucht jetzt nur noch eine Voraussetzung hinzuzufiigen, welche diese Aussage 
auch fiir unendliche Grenzen richtig macht. Als brauchbar erweist sich hierfiir die 
folgende: 


V2. Das Integral 
+0co 
ety a (B, + iy) dy 
sei fir groBe ¢, das heiBt fir t=7, gleichmafig konvergent’. 
—o@ +co 
Dann lassen sich namlich die hinzukommenden Integrale \ und | von vornherein 
—co +o 
fiir alle groBen ¢ klein machen. 
Unter dieser Bedingung ist das Restintegral (16) gleich o(e*»*), und wegen 
Bn <%t a, ist dann die Bedingung (15) reichlich erfiillt. Wie man sieht, wird hier 
viel weniger verlangt als bei der kompletten Darstellung von X(t), und trotzdem 
gentigt das Ergebnis vollauf zur Beurteilung der Stabilitét von X(é). 


Im Hinblick auf das Folgende sei noch darauf aufmerksam gemacht, daB die 
asymptotische Entwicklung (14) nach den Exponentialfunktionen e*»’ lauft. Die 
davor stehenden Klammern sind auch bei unendlicher Gliederanzahl als geschlossene 
Funktionen und nicht etwa als asymptotische Entwicklungen anzusehen. Sie wachsen 
ubrigens nicht starker als e*! mit beliebig kleinem e« > 0. 


7 Diese Voraussetzung ist sicher erfiillt, wenn das Integral absolut konvergiert, das heiBt 
+ co 
| |e (B+ i y)| dy < oo. 
—co 
Aber die Bedingung der gleichmif&igen Konvergenz ist in den Anwendungen bedeutend vorteil- 
hafter, denn schon ein so einfaches Integral wie 
+00 
Jetty ody mit 0< a< 1 


konvergiert nicht absolut, aber gleichmaéBig fir ¢ > 7 > 0. 
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Die beiden Bedingungen V 1 und V 2, die wir benutzt haben, beziehen sich offen- 
sichtlich auf das Verhalten von x(s) im Unendlichen, so daB sich dieses, wie ange- 
kiindigt, als grundlegend fiir das asymptotische Verhalten von X(t) erweist. 


II. Die am weitesten rechts gelegene Singularitit von x(s) ist mehrdeutig 
4 1 

Sie ist also etwa vom Charakter (s — x9)? oder (s — a») 2 oder log (¢ — a). 
In diesem Fall ist keine Residuenrechnung méglich, jedoch hat sich hier folgender 
Satz aus der Theorie der 2-Transformation® als brauchbar und oft anwendbar erwiesen 
(vgl. HBII, S. 165 bis 173). 

Ks soll zunichst méglich sein, den vertikalen Integrationsweg mit der Abszisse a 
zu ersetzen durch einen winkelf6rmigen Weg, der aus einem den singularen Punkt «, 
auf der rechten Seite umlaufenden Kreisbogen und zwei Strahlen besteht, die unter 


den Winkeln + # (> <0 <2) gegen die positiv reelle Achse geneigt sind. Das 


ist sicher méglich, wenn 2(s) in dem Gebiet zwischen dem alten und dem neuen 
Integrationsweg fiir s > co gleichmaBig gegen 0 strebt. Sodann soll x(s) an der Stelle «, 


in eine Reihe nach beliebigen Potenzen (etwa z. B. mit den Exponenten — + 0, 


1 3 


te ee ae .) entwickelbar sein: 


Sis) er ie yee A (Ay SA. 
v=0 


Dann gilt fiir X(t) folgende asymptotische Entwicklung: 
X (é) ~~ et Satay cart fir t > co, 
v=0 “ 


wobei oy = 0 zu setzen ist, wenn /, einen der Werte 0, 1, 2,... annimmt. 


Nach der oben angegebenen Definition ist das so zu verstehen, daB fiir groBe ¢ 


n 
¢, 
X (t)= e%oF y ae fale Rey (e%# 42-1) 
v=0 


bei festem n ist. 

Wie man sieht, kommt in dem Fall, daB die am weitesten rechts gelegene Singularitat 
mehrdeutig ist, nur diese zum Zug. (Haben mehrere Singularitaéten denselben 
gréBten Realteil, so sind die von ihnen herrithrenden Entwicklungen zu superponieren.) 
Weiter links gelegene Singularititen «,, ~2,... kommen in diesem Fall schon deshalb 
nicht in Betracht, weil die von ihnen gelieferten Beitrage mit den Faktoren e*:!, e2', ... 
behaftet, also wegen Sia, < It oa,... von geringerer GroBenordnung sind als die 
unendlich vielen Glieder e%:t t~*»—1, so daB sie erst hinter diesen, das heiBt praktisch 
iiberhaupt nicht zu beriicksichtigen wiren. (Nebenbei bemerkt, kénnen diese links 
gelegenen Singularitaten in rein mathematischen Untersuchungen von Bedeutung 
fiir das asymptotische Verhalten von X(t) sein, wenn ¢ nicht durch die reellen Werte, 
sondern auf einem Strahl im Komplexen gegen co lauft.) 

Auch hier sieht man wieder, daB nicht bloB das Verhalten von 2x(s) an den 
singuliren Stellen im Endlichen, sondern auch an der Stelle oo fiir das asymptotische 
Verhalten von X(t) ausschlaggebend ist, denn von dem Verhalten im Unendlichen 
hingt es ab, ob man den geradlinigen Integrationsweg in einen winkelférmigen ver- 
wandeln kann. 
mare aha HB II, S. 159. Wir fiihren hier nur einen Spezialfall des Satzes an; a. a. O. finden 
sich noch weitere Faille. die sich auf andere Singularitatstypen beziehen. 
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Zusammenfassend kann man sagen: Eine mathematische Legitimierung der 
in der Technik vielbenutzten Korrespondenz zwischen der Lage der Singularitaéten 
von «(s) zur imaginiren Achse und dem stabilen oder instabilen Verhalten von X (t) 
ist nur méglich, wenn man 1. sich von der Vorstellung, X(¢) miisse durch eine Reihe 
komplett dargestellt werden, loslést und von vornherein nur auf eine asymptotische 
Darstellung von X(é) ausgeht, 2. den Hinflu8 der Singularitat von x(s) im 


Unendlichen gebihrend beriicksichtigt. 
: (Hingegangen am 18. Februar 1956) 


Zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Deutung 
gewisser Mannschaftswettkampfe 


Von W. Eberl, Wien 


Zusammenfassung. Es wird ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell fir FuBball, Hockey 
usw. entwickelt, das die Vorginge auf dem Spielfeld nach Art einer Brownschen Bewegung 
deutet. Unter anderem wird der Begriff der Spielstarke definiert und ein Weg zur Ermittlung 
der Rangordnung der einzelnen Teilnehmer eines Systems von Spielen beschrieben. 


1. Schematisierungen, Voraussetzungen und Bezeichnungen. Im folgenden wird 
die Terminologie des FuBballspieles verwendet, da diese am bekanntesten ist. Auf 
der Verbindungslinie g der beiden Tormitten fiihren wir ein eindimensionales Koordi- 
natensystem ein: Den Ursprung wahlen wir in der Mitte des Spielfeldes, das links 
(rechts) gelegene Tor der Mannschaft A,(A,) erhalt die Koordinate — a < 0 (a). 
Die Mannschaft A, beginnt das Spiel in der Mitte des Spielfeldes, sie hat, wie man 
sagt, AnstoB und spielt nach rechts, A, nach links. Die Bewegung des Balles wird 
normal auf g projiziert. Diese Projektion fihrt auf g eine Art eindimensonaler Brown- 
scher Bewegung aus, in der neben dem Zufall vor allem die Spielstarken von A, und 
A, zum Ausdruck kommen. Nur von der Bewegung dieser Projektion wird im folgenden 
die Rede sein. 


Ein Ballwechsel findet dann statt, wenn der Ball aus dem Besitz der einen 
Mannschaft in den der anderen tibergeht. Natiirlich mu8 dieser Zeitpunkt in eindeutiger 
Weise festgelegt werden, da sich der Ball durchaus nicht immer in der Verfiigungs- 
gewalt eines Spielers befinden wird. Wir werden von einem Ballwechsel immer dann 
sprechen, wenn die Bewegung des Balles ihren Richtungssinn auf g andert, da sich 
ja jeder Spieler bemiihen wird, den Ball vom eigenen Tor weg auf das Gegentor hin 
zu treiben. Den Ansto8 durch A, betrachten wir als 0-ten Ballwechsel. 2, ist die 
Lange der Strecke, die der Ball zwischen dem n — 1-ten und dem n-ten Ballwechsel 
auf g zuriicklegt. Ist die natiirliche Zahl n ungerade, so ist x, nach rechts, andernfalls 
nach links aufzutragen. Zur Zuriicklegung dieses Weges bendtigt der Ball die Zeit ¢,,. 
Kommt es zu einem Tor, so wird ¢,, vom letzten Ballwechsel bis zum Zeitpunkt des 
Tores gerechnet, und x, so eeabe da der Ball hinter das Tor zu liegen kommt. 
Das geordnete Zahlenpaar (a,,¢,) heiBt die n-te Spielphase. Die Lage des Balles 

n 
mor Zeit T= > t,, ist 
i=1 r 
Xn Dla hae (1) 
i=l 

Indem wir zunachst von der zeitlichen Begrenzung des Spieles absehen, nehmen 
wir an, daf die Spielphasen (a, ¢,) fiir n = 1, 2,... unabhingig voneinander stetig 
verteilte zweidimensionale (zufillige) Merkmale sind, deren WD (Wahrscheinlichkeits- 
dichte) durch eine von r Parametern 4,,.... 2 in stetiger Weise abhingige stetige 
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Funktion von x und ¢ bestimmt ist. (x, und ¢, werden natiirlich nicht unabhingig 
sein, nur die Spielphasen untereinander sind es!) Die 4 seien auf ein abgeschlossenes 
Intervall des R, beschrankt. Im einzelnen sei: 
1 1 
WD (Zn; tn) = Hn; tn Ay sey A,) a hi(%n tn) 0, 


wenn x, > 0, t, >0 und » ungerade; 


2 2 
= f(a; tas A totsy A,) ae fo(an, tn) = 9; 

wenn zx, >0, t, >0 und n gerade; 
= 0 sonst. 


Fir die gegenseitigen Spielstiirken von A, und A,sind also die beiden Parameter- 
D 
satze A,,...,4,,; p = 1, 2, kennzeichnend. 


2. Merkmalriume. Wir betrachten als Merkmalraum M, alle Folgen von Spiel- 
phasen (2, ;), (#9, f:),..., wobei nach unserer Festsetzung (2, ¢,) durch den AnstoB 
von A, eingeleitet wird. Folgende Teilriume oder Ereignisse sind fiir uns wichtig: 


a) U,: Das Spiel verlief bisher torlos und auch (xp, tn) fihrt zu keinem Tor. U, 
wird durch die Ungleichungen 


—CGo Ap eG bee le... kh, (2) 
festgelegt. Wegen (1) und z, = 0 ist (2) gleichbedeutend mit 
k-1 
Pe ae (9) ya See. (2a) 
j=1 


b) V,: Das Spiel verlief bisher torlos, aber (x,, tn) fiihrt zu einem Tor. V, wird 
durch die Ungleichungen 


See A pia. ee a il, (3) 
|X, | >a 
bestimmt. Gleichbedeutend damit ist 
k-1 
0<2x,Sa+(—1)"'D'(-—l1)a, k=1,....n—1, (3a) 
f=21 
n—1 
Leet pote, (S28) ay, 
j=1 
11 
c) V: A, schieBt das erste Tor. Da die V, zueinander fremd sind, schreiben wir 
die Vereinigungsmenge der V,,,_,, m = 1, 2,..., mit einem gewodhnlichen Summen- 
11 co 
geichen > -V = >" Vam—1- 
12 m=1 12 fe) 
d) V: A, schieBt das 1. Tor: V = 2) Vom. 
1 12 m—1 


Der erste Index in V und V, namlich 1, driickt aus, daB es sich um Ereignisse im 


Merkmalraum M, handelt. In einem Merkmalraum M,, in dem A, das Spiel beginnt, 
21 22 


bezeichnen wir die entsprechenden Ereignisse mit V und VJ. 
Die in a bis d definierten Teilraume sind Zylinderriume, das heift fiir alle in den 
Bedingungsungleichungen nicht angefiihrten Merkmale sind unabhangig voneinander 


alle Werte von 0 bis co zugelassen. 


3. Wahrscheinlichkeiten der Teilraume. Wegen der vorausgesetzten Unabhangig- 
keit der Spielphasen voneinander ist es leicht, die Wn (Wahrscheinlichkeiten) der 


Ingenieur-Archiv X/2—3 11 
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angefiihrten Teilriume zu bestimmen. Zuniichst integrieren wir das Produkt der 
WDn iiber die Merkmale, die in den Ungleichungen (2) bis (3a) nicht vorkommen, 
von 0 bis co. Dann bleibt im Integranden nur meht das Produkt der WDn der Rand- 


verteilungen von 2, bis x,. Es ist 


Ce t) dt fir ungerade n, 
“ @ 
| fal@n; t) dt fiir gerade n. 

0 


\ 
Wir setzen r, = (%1,..., %) und dr, =dax,...dx, und bezeichnen den durch (2) 
oder (2a) definierten y,-Raum mit U,, und den durch (3) oder (3a) bestimmten f,,- 
Raum mit V,,,. Dann ist 
WD (tn) = II WD (x;) und W(U,) =|...) WD (tn) din. 
i=1 Uae 


Mit Hilfe von (2a) schreibt sich dieses Integral ausfithrlicher: 
n—1 
a+ (—1"-1 Y¥'—1) a 


oe aX @—%,+ he i" 
W (U,) =§ WD (2,) dx, | WD (2,) dz, | oe? | RD ae aa (5) 

0 0 0 i 

Genau so ergibt sich W (V,) = \ aie \ WD (x,) dx, oder ausfihrlicher: 
mick 

a a—% + co 
W (V,,) = | WD (a) ie | WD (a) dte\ <0" De ee (6) 

0 nm—1 

a+ (—1""! S’ da; 


j=1 
Wir zeigen jetzt, daB lim W (U,,) = 0 ist, das heiBt, daB es bei unbegrenzt wachsen- 

Nn—-> Co 
dem mit der Wahrscheinlichkeit 1 zu einem Tor fiir A, oder A, kommt. U,, ist ein 
Teilraum von —a<X, <a und es geniigt daher zu zeigen, dab X,, fiir m — co mit 


einer nach 0 gehenden Wahrscheinlichkeit in das Intervall [—a, a] hineinfallt. Nach 
dem zentralen Grenzwertsatz! ist X, fiir groBe n (als Summe von 2 normalverteilten 


Ble 


und der Streuung | 0 + E + o7, wenn p, und uw, die Mittelwerte, o,? und o,2 


Merkmalen) selbst normalverteilt, und zwar mit dem Mittelwert "3 = 


die Streuungen von x, bzw. x, sind. ([a] ist die gréBte ganze Zahl, fiir die a— 1 <[a] <a 
gilt.) Im Falle “4, = uw, reicht das Anwachsen der Standardabweichung (Ordnung 5) 


aus, um die fragliche Wahrscheinlichkeit zum Verschwinden zu bringen; ist aber 
fy + Mg, dann strebt der Mittelwert von X, von erster Ordnung nach links (“,< jg) 
oder nach rechts (4, > /z) gegen co. Da die Standardabweichung aber nur von der Ordnung 


> nach co strebt, geht die Wahrscheinlichkeit des endlichen Intervalls [—a, a] wieder 


nach 0. uu os) 
Die W fiir A, (A,), das 1.Tor zu schieBen, ist W(V) =») W (Vam_3) bzw. 
12 oo a 22 
W (V) =» W (Vem). Genau so findet man in M, die Wn W (V) und W (V). Wegen 
co m=1 
> Vn =1 ist dabei 43 1 oS 
Rois WV) + WV Oe WAV) WAV esd. (7) 


1 Siehe z. B.: L. Schmetterer, Hinfiihrung in die mathematische Statistik. Springer, Wien, 1956. 
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Da der Integrand von W (V,,) in den inneren Punkten des Integrationsbereiches 
groBer als 0 ist, ist W (V,,) ebenfalls gréBer als 0. Daher sind die vier in (7) angeftihrten 
Wn alle gréBer als 0. 


4. Die Spielstirke. In einem Wettspiel ist es das Ziel einer jeden Mannschatt, 
modglichst viele Tore zu schieBen und méglichst wenig Tore zu bekommen. Es liegt 
daher nahe, die Spielstirke von A, in bezug auf A, auf Grund eines bestimmten Wett- 

nae 21 12 22 
spieles durch (W (V) + W (V))/(W (V) + W (V)) zu definieren, indem man A, still- 
schweigend die Spielstiirke 1 zuschreibt. Anders ausgedriickt: Die Spielstirken 
11 21 12 22 

von A, und A, verhalten sich wie (W (V) + W(V)) (W(V) + W(V)). Im Sinne 
der Haufigkeitsdeutung der Wahrscheinlichkeit ist dann, vorausgesetzt, daB beide 
Mannschaften gleich oft Anstof8 haben, das Verhdltnis der Spielstirken durch den 
Grenzwert des Torverhiltnisses bei unbegrenzter Spieldauer gegeben. Die tatsichlich 
getibte Regel, da8 auBer zu Beginn einer Halbzeit immer die Mannschaft AnstoB 
hat, die das letzte Tor erhalten hat, wiirde den Zusammenhang von Spielstarke und 
Torverhaltnis zugunsten des Schwiicheren verfilschen, wenn der AnstofB eine merkliche 
Rolle spielte, was aber bekanntlich nicht der Fall ist. 


Das Modell, soweit wir es bisher behandelt haben, weist starke Ahnlichkeiten mit 


der Waldschen Sequentialanalyse auf: Den beiden Grundgesamtheiten mit dem Werte- 


vorrat 0 <x# < + co und den Wahrscheinlichkeitsdichten \ fo (a, diy pS 1, 
0 
werden abwechselnd so lange Stichproben entnommen, bis erstmalig entweder 


X, >a oder X,, < — a eintritt, worauf mit den ,,Stichprobenerhebungen“ von neuem 
begonnen wird. Die Sache wird allerdings anders, wenn wir auch die Zeit in den 
Kreis unserer Betrachtungen aufnehmen. 


5. Beriicksichtigung der Zeit. In unserer Definition der Spielstirke kommen nur 


mehr die unbekannten Parameter i, Se b p =1,2 vor. Um zu Schatzwerten 
der Spielstirken zu kommen, haben wir uns zuerst einmal Schatzwerte 1,,..., l, 
der 4 zu verschaffen. Indem man statt der 4 in die Quotienten, durch die wir die Spiel- 
stirken definiert haben, die /-Werte einsetzt, erhalt man Schatzwerte der Spielstirken. 
Die Auskunft, die ein Wettkampf iiber die Spielstarke der beteiligten Mannschaften 
liefert, kann man ohne grofen technischen und personellen Aufwand am einfachsten 
festhalten, indem man die Zeiten der einzelnen Tore und damit auch die Dauer des 
torlosen Spieles nach dem letzten Treffer in jeder Halbzeit notiert. Fiir einen solcher- 
art festgehaltenen Spielverlauf haben wir dann die Likelihood-Funktion aufzustellen 
und durch Aufsuchen der Maximum-Likelihood-Schatzfunktionen fiir die 2 zu 
maximisieren. 
Wir suchen zuerst die WD, daB sich zur Zeit 7’, als Ergebnis der n-ten Spielphase 


ein Tor einstellt. Wir setzen t = (f,,...,¢,). Die in 
n 
i=1 
vorkommenden ¢; transformieren wir durch ¢; = — T7;_,+ T;,1=1,...,.m; To =9, wobei 
die Funktionaldeterminante den Wert 1 hat. Dann integrieren wir (8) tiber V,,, nach r,, 
und uber den durch 7,_, = 7; = 7;,,,+=1,....n — 1, T, = 0, bestimmten » — 1- 
n 
dimensionalen 7',-Bereich (bei festgehaltenem 7',, = >’ ¢, also) nach 7, ..., 7,1. Das 


i= 1 

Ergebnis dieser Integration ist WD (V,, T,,), die WD eines Tores zur Zeit 7’, als 

Ergebnis der n-ten Spielphase, und stellt hinsichtlich der ¢,,i = 1, ...,”, ein — 1-faches 
11* 
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Faltprodukt dar, das auch auf dem Wege iiber die charakteristischen Funktionen 


hatte ermittelt werden k6nnen. | WD (VF) dl, = WV), und. diesen) W ers 
haben wir bereits in (6) ermittelt. ° 

Durch Zuriickgehen auf die Verteilungsfunktionen zeigt man: die WD, da zur 
Zeit T,, = T' gerade A, das erste Tor seit dem Ansto8 durch A, schieBt, ist 


11 co 
WD (V,T) = 3) WD (Vam—v T) 


m=1 


12 co 
WD VEY = Ss WD se), 


m=1 
; 21 22 
Genau so gewinnt man mit Hilfe von M, WD(V, 7) und WD (J, 7). 


6. Der Spielverlauf und seine WD. Da in einem Spiel von begrenzter Dauer nur 
eine beschrankte Anzahl von Treffern erzielt werden kann, kénnen wir den Spiel- 
verlauf wahrend einer Halbzeit, durch eine endliche Folge von Zahlentripeln 
(Po: Pw dy), (Pr Pe dz), BES (Pea Pn: An)» (Pns 0, An+1)s Spielabschnitte genannt, be- 
schreiben. Die p;,i = 0,1,...,, sind die Ziffern 1 oder 2 und geben an (erste Zahl), 
ob A, oder A, Ansto8 hat, bzw. (zweite Zahl) ob A, oder A, ein Tor erhalten hat. 
Da bei FuBball jeweils die Mannschaft beginnt, die das letzte Tor erhalten hat, so 
ist die zweite Zahl jedes Tripels gleich der ersten des folgenden. d; ist die Zeit 
zwischen dem i—1-ten und dem i-ten Tor, das heiBt die Dauer des i-ten 
Spielabschnittes. Die 0 im letzten Tripel besagt, daB es in dieser Halbzeit zu 


nat 


keinem Treffer mehr kommt. d =)’ d; ist die Dauer der Halbzeit. 


und entsprechend ist 


i=1 
Die WD fir das Tripel (p;_,, p;, d;) haben wir bereits am Ende von 5 ermittelt. 


Pil PA 
Sie ist WD ( V, 1); 1=1,...,. Da die WD jedes Spielabschnittes vom Ausgang 
des vorangehenden abhangt, haben wir es mit verketteten Ereignissen zu tun. Nehmen 


1p 2p 
wir aber an, daB WD (V,t) = WD (JV, t), p = 1, 2, so sind die einzelnen Spielabschnitte 
stochastisch unabhangig. 
Die W des letzten torlosen Abschnittes ergibt sich so: Das Ereignis, daB es in 


der Zeit von Py d; bis d zu keinem Tor kommt, ist gleichbedeutend damit, da8, ganz 


gleich, ob A, ler A, das nachste Tor erhalt, die Dauer des n + 1-ten Abschnittes 
in einem pepoerentiee Spiel groBer als d,,, ist. Daher gilt 


W (Pas 0; An 41) =((wolY, + wo, ‘)} dt. 


an +4 


Die WD des ewan as wihrend dieser Halbzeit ist daher 


TWD (pi 1» Pi, 4 d;)- W (nF OQ; byi4) = 


i=1 


n Dy—1 Py oo / Pyl 

= II wo| V, a.) ((wo(¥, ) + wo(V, ‘t))at 
a = 1 dy + 1 

Die auf der rechten Seite stehende Funktion hangt nur mehr von den beobachteten 


Dp Pp 
Groen p; und d; und von den unbekannten Parametern 4,,..., A, Pe ape sak 


Als Funktion der 4 aufgefaBt, . sie daher die Likelihood-Funktion ZL Ga, nome 


2 2 x ae 2 
Ay, ...,4,), deren Maximum fiir ih .. 543 l,...,1, eintreten midge. Die 1 sind 
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dann unter gewissen einschrinkenden Voraussetzungen! tiber die @,(%,,t,) die 


Maximum-Likelihood-Schitzwerte der 2 ‘und liefern uns, an Stelle der 4 in die 
pq 


W (V), p, g = 1, 2, eingesetzt, Schitzwerte der Spielstirken. 


7. Ausgleichung der Spielstirken. In einer Gesamtheit von m Mannschaften 
A,,...,A,, habe jede Mannschaft gegen jede andere gleich oft gespielt, und es soll 
jetzt eine Rangordnung fiir die Spielstiirken der A; aufgestellt werden. Wir kennen 
dabei fiir je zwei Mannschaften A, und A, einen Schiitzwert fiir das Verhiltnis ihrer 
Spielstarken, den wir durch Beriicksichtigung aller Ergebnisse von Wettspielen 
zwischen A; und A; gewonnen haben. Unser Modell gibt uns leider keine Handhabe, 
wie wir aus der Spielstiirke von A, in bezug auf A; und der Spielstiirke von A, in bezug 
auf A, auf die Spielstirke von A; in bezug auf A, schlieBen kénnen. Trotzdem 
werden wir die Tatsache, daB auf Grund von Wettspielergebnissen A, spielstirker 
als A;, A; spielstiirker als A, und schlieBlich A, spielstirker als A, ist, als wider- 
spruchsvoll empfinden und dem Einflu8 des Zufalles sowie Schwankungen der Spiel- 
starke zuschreiben. Uns obliegt daher die Aufgabe, die durch Schatzung gewonnenen 
Spielstarkenverhaltnisse von je zwei Mannschaften oder, wie wir kurz sagen, die 
beobachteten Spielstirken auszugleichen. 

Es ware nun von groBem Vorteil, wenn wir tiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
der beobachteten Spielstirken etwas Positives wiiBten. Das ist aber leider nicht 
der Fall. Bereits die A gelten fiir jede Mannschaft immer nur in bezug auf einen be- 
stimmten Gegner und schwanken auBerdem in Abhiingigkeit von der Kondition der 
Mannschaft, die wieder durch eine Reihe auferer Faktoren bestimmt ist (eigener 
oder fremder Platz, Tagesform der Spieler, Wetter, Bodenverhiltnisse u. a. m.). 
Von diesen unbekannten Parametern sind uns auBerdem nur Schitzwerte bekannt, 
so da die Schwankung der 4 noch von der Stichprobenschwankung der / iiberlagert 
wird. Da wir also die Verteilung der / nicht kennen, ist uns auch die Verteilung der 
beobachteten Spielstaérken, die ja Funktionen der / sind, reichlich unbekannt. 

In dieser unangenehmen Lage bleibt uns nichts anderes iibrig, als unter Ver- 
zicht auf eine wahrscheinlichkeitstheoretische Fundierung und unter Zugrunde- 
legung einer einigermafen plausiblen Hypothese die beobachteten Spielstarken nach 
der Methode der kleinsten Quadrate auszugleichen. Unsere Annahme besteht nun 
darin, daB die ,,wahren‘ Spielstirken von A,,..., A, in einem bestimmten festen Ver- 
hiltnis zueinander stehen, von dem die beobachteten Spielstirken nur zufdllig abweichen. 
Anders ausgedriickt: Das Verhiltnis der wahren Spielstirken von A, zu A,, ist glerch 
dem Produkt der wahren Spielstirkenverhdltnisse von A, zu A; und A; zu A,. 

Zwecks Vereinfachung des Folgenden nehmen wir an, da die Torwahrscheinlichkeiten 
davon unabhangig sind, welche Mannschaft AnstoB hat, was durchaus den wirklichen 
Verhaltnissen entspricht. Dementsprechend bezeichnen wir mit w,; den Schatzwert der 
Wabhrscheinlichkeit, daB im Spiel von A; und A; die Mannschaft A, das erste Tor erhalt. 
Wegen (7) ist w;; = 1 — w,;. Die beobachtete Spielstiirke von A, in bezug auf A; ist 
W,5/Wiz. Wi = +; wenn entweder 7 = j oder wenn das Spiel A; gegen A; torlos endet. 

Als Grundlage einer Rangordnung von Aj, .. ., A,, erhalten wir daher die m-reihige 
Matrix (w,,/w;,), in der symmetrisch zur Hauptdiagonale gelegene Elemente zueinander 
reziprok sind, und in der Hauptdiagonale somit nur EKinsen vorkommen. Die ent- 
sprechende Matrix der ausgeglichenen Spielstirken sei (w;;/w;,;). Fiir ihre Elemente 
muB auf Grund unserer Annahme jy, Din By (9) 

W3i > Wri Wyx 
gelten. k = 1 zeigt, daB man jedes Element als Produkt eines Elementes der 1. Zeile 
und eines Elementes der 1. Spalte darstellen kann. 
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Wenn die Quotienten der w,;/w,;; und der w,,;/w;; nahe an 1 liegen, dann unter- 
scheiden sich die Logarithmen der w,,;/w;; und der w,;/w;; nur wenig von 0. Wir 
wenden daher die Methode der kleinsten Quadrate auf die Matrix der Logarithmen 
der Spielstaérken an. 

Wir setzen x,; = In (w,,;/w;;) und x,; = In (w,;/w;;). Dann ist wegen (9) 


Hig = Ly + Lyj = Ly — Xx, 
da z,,; alternierend ist. Aus demselben Grund geniigt es, sich bei der Approximation 
auf die oberhalb der Hauptdiagonale gelegenen Elemente (i <j) zu beschraénken. 
Wir verlangen also >’ (x,;; — 2, + %,)2= Min. Offenbar sind die x,, durch diese 
i<j 
Forderung nur bis auf eine gemeinsame additive Konstante bestimmt. Wir ver- 


langen daher zusatzlich noch .»’2%;,=0. Ableitung der Quadratsumme nach xj, 
é=1 


und Nullsetzen gibt: © i<; is i 
ye (Xi; — Vey + 4) (65% — 05x) = 9, 


hea 
a,9 
k=1 m k-1 m 
Bay a (e — my) Vn ee t= Ze Vik — zy Vie5 
4=1 4=k+1 ‘= t=k+1 
mM _ 
Wegen 7 x;,,=0, x= — %,; und 2, =In1= 0 folgt daraus 
i=1 
m m m 
= 1 Pee vay lwo 
Eel ne ea ae un Cit > Lik ae Uxj- 
t=1 k=1 k=1 
Antilogarithmieren fiihrtauf — Gh TM Bache 
/ 


Wx , Wg 
a ( Wii Wire ; 
In Worten: Man findet die ausgeglichene Spielstirke von A, in bezug auf A;, indem 
man alle Spielstirken der 1-ten Zeile und der j-ten Spalte miteinander multipliziert und 
aus dem Produkt die m-te Wurzel zieht. Ein gewiB sehr plausibles Resultat. Da dieses 
System von Spielstaérken in sich widerspruchsfrei ist, kann man die Rangordnung der 


Mannschaften jeder beliebigen Zeile oder Spalte entnehmen. 


8. Schlu8. Modellbildungen auf sportlichem Gebiete sind nichts Neues. So 
analysiert W. Elderton in ,,Cricket scores and some skew distributions (J.R.S.S. 
1945) Cricketresultate und 8. Vajda bespricht (und verwirft) in ,,Einige statistische 
Modelle zur Analyse von Fufballresultaten (S.V.J.S. 1954) einige Versuche in 
dieser Richtung. Jede Modellbildung ist von zwei entgegengesetzten Gefahren bedroht: 
Entweder das Modell ist zu einfach und kann daher die Vorgiinge in der Wirklichkeit 
nicht in allen wesentlichen Ziigen wiedergeben, oder das Modell ist so kompliziert, 
daf man mit ihm nicht mehr operieren kann. Das eben geschilderte Modell ist leider 
gegen beide Gefahren nicht ganz gesichert: Es setzt einesteils in Form der WD 
f(x, t; Ay,...,4,) eine weitgehende riiumliche und zeitliche Homogenitat fiir die 
Vorgange auf dem Spielfeld voraus, die in Wirklichkeit sicher nicht in dem Ausma8 
zutrifft. Anderseits diirfte es bereits schwierig sein, auf der Grundlage der ge- 
machten Voraussetzungen bis zu Signifikanzaussagen iiber die Rangordnung der 
Spielstiirken durchzudringen. Trotzdem diirfte das geschilderte Modell einige wesent- 
liche Ziige weit verbreiteter Mannschaftsspiele richtig wiedergeben und eines weiteren 
Ausbaues nach der theoretischen und nach der praktischen Seite hin fahig sein. 


Bea, 
W;; 


Fir eine kritische Durchsicht dieser Arbeit und einige Verbesserungsvorschlige 
sei Herrn Professor Dr. L. Sechmetterer von der Universitit Wien an dieser Stelle 


bestens gedankt. (Hingegangen am 12. Médrz 1956) 
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Uber das Temperaturfeld in langs einer Richtung bewegten 
und zeitlich verainderlichen Bereichen 


Von H. Fieber, Wien 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Durch Heranziehung eines geeignet gewiahlten inhomogenen Problems 
fuhrt die Lésung der genannten Aufgabe zu einer Volterraschen Integralgleichung 1. Art, die 
naiherungsweise gelést werden kann. 


I. Einleitung 


In dieser Arbeit soll eine Methode entwickelt werden, die es gestattet, ein Problem 
folgender Art zu lésen: 

Von der Ebene z = 0 zur Zeit t = 0 ausgehend, stréme Materie langs der positiven 
z-Achse in ein willkiirlich begrenztes Gebiet des Raumes (Abb. 1). Besitzt der Materie- 
strom an z = 0 die Temperatur 7) > Tp (Tz ist die 
Temperatur des umgebenden Mediums), so bildet sich 
fiir ¢ > 0 infolge der Wiirmeverhiltnisse an Mantel 
und Stirnflache im Inneren eine Temperaturverteilung 
aus'. Beispielsweise denke man an den konkreten 
Fall einer Strangpresse. An der Ausspritzdiise ver- 
la8t das Material mit hoher Temperatur im plasti- 
schen Zustand die Presse, um sich unter Wirmeabgabe 
zu verfestigen. Das in diesem stiéndig wachsenden 
Korper herrschende Temperaturfeld soll nun ermit- 
telt werden. 

Die Beantwortung dieser Frage st68t auf ganz Abbe 
erhebliche Schwierigkeiten, weshalb die Lésung nicht 
direkt, sondern mittels folgender Uberlegung gesucht wird. Ersetzt man nimlich den 
sich dauernd verlingernden Korper (Strang) SI durch einen zweiten SII mit den 
selben Querdimensionen, aber von ,,halbunendlicher*‘ Lange, so wird dessen Tem- 
peratur, die an z = 0 ebenfalls 7’, betrage, im allgemeinen fiir alle Zeiten ¢ in allen 
Punkten von der Temperatur von SI abweichen. Um nun eine Ubereinstimmung 
mit SI zu gewinnen, mu8 man in SII eine Quellenverteilung mit geeigneter 
Intensitaét anbringen. Dies kann man mittels einer Quelle an z= vt (v sei die 
konstante Geschwindigkeit, mit der sich die Stirnflaiche von S I verschiebt) erreichen, 
deren Intensitait so bestimmt wird, daB sich gerade jene Temperaturverteilung im 
Korper einstellt, wie sie durch diejenige von SI gefordert wird. 


II. Formulierung der Probleme 
Bedeutet a? die Temperaturleitzahl und 7? den Laplace-Operator, so kann das 
Problem PI fiir SI so formuliert werden: 
Toney? at, <(O.<2 <0). (1) 


mit der Anfangsbedingung 7’ = 0 fiir ¢ = 0, da zu dieser Zeit jenes Gebiet, in das 
der Materiestrom eindringt, noch leer ist und deshalb die umgebende Raumtemperatur 
aufweist, die o. B. d. A. mit Null angenommen werden kann. Die Randbedingungen 
beziiglich der z-Koordinate seien gegeben durch 


T=T,anz=0 und of,+67=0 an z=v1. 


1B. Ljubov: Lésung des instationiiren eindimensionalen Warmeleitungsproblems fur ein 
Gebiet mit gleichmaBig bewegter Grenze. Doklady Akad. Nauk. SSSR. 57 (1947). 
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Hinsichtlich der anderen beiden Koordinaten liege ebenfalls eine Randbedingung 
1., 2. oder 3. Art vor, bzw. entsprechende Symmetriebedingungen. 

Das Problem P II fiir S II, welches SI aquivalent sein soll, kann nun geschrieben 
werden?: 0,=07?0 —vO, +4(a%, %, 2) (z—vt) (0 <z<oo) (2) 
(6 (2 — vt) ist die Dirac-Funktion) mit den gleichen Anfangs- und Randbedingungen 
wie PI, ausgenommen natiirlich jener an z = vt; dafiir wird ein hinreichend rasches 
Verschwinden von @ im Unendlichen gefordert. Die Funktion q(%1, %2, 2) wird nun 
so bestimmt, da8 die Bedingung 

09,1+fO=0 anz=vt (3) 
erfiillt ist. Da in dem interessierenden Bereich 0 <z < vt die Differentialgleichungen 
fir T und @ iibereinstimmen, ferner @ die gleichen Randbedingungen wie 7’ erfillt, 
hat dies @ = T zur Folge, was sich leicht nachpriifen la8t. Somit bedeutet die Lésung 
von PII mit q(ax,, x2, 2) aus (3) auch die von PI. 


III. Lésung von PII 


Der Laplace-Operator lasse sich in der Form schreiben: 


o2 
Vy? == A, = “O22? 
wobei A, nur auf die beiden restlichen Koordinaten x,, x, wirkt (x; =z). So ist 


z. B. in kartesischen Koordinaten 
o2 o2 
As = Ox? oy?’ 
in Zylinderkoordinaten 


Ao 


glee ( a 1 ee 
r or \" &}] + Oy? 
und man erhalt aus (2) 

0,=0A,0+0@0, —v90,+q6(2—vt). (4) 
Mittels endlicher Fourier-Transformationen kann man nun 2, und 2, daraus eliminieren. 
Denn ist ~,, = 9(A %, u %,) ein Fourier-Kern und bezeichnet abkiirzend 


(U, Pa, u) = \ U(H1, Vy, 2; t) P(A Xy, M Ly) dx, day 
B 


tiber den betrachteten Integrationsbereich, so ergibt sich nach Multiplikation von (4) 
mit g,,, und nachfolgender Integration 
(0, Pa, u)t ia a(A, 0, Pa, u) my a0, Pr, es E v9, ae ule + (q; Pa, u) 6 (z —s¢ t). (5) 

Die hierbei durchgefiihrte Vertauschung von Differentiation und Integration ist er- 
laubt, da infolge obiger Aufspaltung 8 zeitunabhingig ist. Um diese Differential- 
gleichung fiir (0, g,,,) in z und ¢ zu lésen wird man fordern: 

(Az O, Ga, nu) = 8(A; KH) (O; Pa, 1)- 
Diese Forderung kann aber sicher dann erfiillt werden, wenn in dem betrachteten 
Bereich A, sich selbstadjungiert ist, das heiBt 

(A, 0, Pa, nu) ae (0, A, Pa, Pa = 0. (6) 
Nach dem Greenschen Satz gilt das aber nur, solange das Integral iiber die stiick- 
weise glatte Randkurve J’ von 8 mit der aus 8 weisenden Normalen n 


ral) OV, u 
\ ex ye 0 on )do =o. (7) 
Na 


2 J. N. Sneddon: Fourier-Transforms, 1951. 
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Da voraussetzungsgemaB © auf J’ Randbedingungen 1., 2. oder 3. Art erfiillt, kann 
dieses Integral stets zum Verschwinden gebracht werden, wenn man nur den 9, , 
lings I ebenfalls Bedingungen 1., 2. oder 3. Art in geeigneter Weise auferlegt. Aus 
der so erzwungenen Selbstadjungiertheit von A, und mittels (6) gewinnt man sofort 
die Bestimmungsgleichung fiir die 9, , 


(0, Ae Pa, un) = 8(A; H) (9 Pa, u) 
oder 
Ae Pau =8 (As) Pa, ws 
Handelt es sich um separable Koordinaten’, so kann diese Gleichung in zwei Sturm- 
Liouvillesche Differentialgleichungen hinsichtlich der Variablen x, bzw. 2x, aufge- 


spalten werden mit den bzw. Eigenfunktionen y, (2), 7, (#2) und den auf Grund (7) 
ermittelten Eigenwerten 4 bzw. uw. Dann ist also der gewiinschte Integralkern 


Pau = Wa (2) Xu (x) 
und (5) kann mit (0, gy) = 8% und (q, 9.) =Q geschrieben werden 
vo, =e Dix cee , a a? s(A, 1) o sits QA, LU, z) (2 =U t). 


Diese Gleichung wird mittels der Substitution 


= e2@ “y/(z, t) 
auf die Normalform gebracht: 


U; = @ U,, — A, ,U +Qe 20° §(2— vt) Cs eae a (8)4 
mit 
v2 
Pes pm? Wy paced a? s(A, Lt), 


wobei fiir ¢ = 0: uw = 0 und anz = 0: u = # mit % = (To, y;,,) sein moge, wihrend 
fiir z > co die Funktion wu hinreichend schnell verschwinden soll. 

Zerlegt man u in wu, + uw, wobei wu, der homogenen Differentialgleichung mit 
inhomogenen Randbedingungen und wu, der inhomogenen Gleichung mit homogenen 
Randbedingungen geniigen soll, so erhalt man fir w, 


ye 
Uy\¢ = © Uy (zz — Aan 


mit wu, = 0 fiir ¢ = 0 und uw, = 9, an z = 0. Anwendung der Laplace-Transformation 
Lu, = U,(p) fiihrt auf die der Randbedingung angepafte Losung der Differential- 
gleichung fiir U, 


oO Lie ae ae aD 
u => &xP |-- —Vp +4,,|, 
welche nach Riicktransformation® ergibt: 


uy(2, t) = 22 [ef 44« erfc ( ona as Vi, ) 4 VRE oxte ace Vi Ayn). (9) 


Weiters geniigt uw, der Gleichung 
git = @ Usies — Agni +Q@)e 2#° de — v¢) 


3 Morse und Feshbach: Methods of Theoretical Physics I, Kap. 5/1. 1953. 

4 In den Differentialgleichungen besteht rein formal kein Unterschied zwischen dem drei- 
dimensionalen und eindimensionalen Kérper. Bei letzterem ist s = 0 und Q nur eine Funktion 
von 2. 
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mit u, = 0 fir t= 0 und wu, = 0 an z = 0, die nach Anwendung einer Sinustrans- 
formation © uw, = U,(v) im Intervall 0 <z < coin 
yd 
U.|, + (@ 2 + A, ,) Us = Q(v2) e 28 ‘sinvvt 
iibergeht, deren fiir t = 0 verschwindende Lésung gegeben ist durch 


t a : 
St (att + Ay ,)t—2) 
(Z 2 


, =\ewne 2a sin vv t dt. 
0 
Vertauscht man bei der Riicktransformation der Sinustranformation die Integrations- 
folge, so st6Bt man auf das Integral? 


a 2 V (2—0 Tt)? (z+ vt)? 
sos — i ;, IU = = 
ie (aE es sin vv t sin yzdy = 7 —— ta G=1)__ ¢  teG-*) 
s aVt—t 
0 
und erhalt somit 
t 
Dd (z—v 7)? (2+ vt)? 
1 —— Tt -A (t—t) 
U,(z; t) = = LAS nS TEs . sahG=a] eg 4 5 de. (10) 
2aVa ) Vt—t 


“0 
Mit (9) und (10) erhalt man zunadchst im Bildraum der ¢,, als Loésung von (8) 


Bo Zz —— —% Pay east 
u(z,t) = aa le VA1,u erfe Gas a= Vt Aye -¢ V4a, uw erfe (sez Vi Asn) + 


t 
fe ee Leap: Ga eas 
a L | we t) ENG eg eo le 4-1) ___ 9 4a =| dr, 
24 )/x ) Vit 


0 


woraus sich wegen der Endlichkeit des Bereiches 8 sofort durch Riicktransformation 


O eer” Saw UA, Mm, 23 t) P(A 24, Ue Xe) 
Au>=O0 
ergibt, wobei N, und N, die Normen der verwendeten Fourier-Transformationen 
bedeuten. 
In (10) ist die Quellstérke Q noch unbekannt und soll nun den Uberlegungen 
von II. entsprechend durch die Bedingung an der Stirnfliche z = vt von SI, die im 
Bildbereich der y,, fiir up(A, u, 2; t) die Gestalt annimmt 


OU, +(ag2r +A)u=0 (11) 
berechnet werden. 
IV. Bestimmung von Q 


Legt man also eine Bedingung der Form. (11) zugrunde, so gelangt man zu einer 
Volterraschen Integralgleichung 1. Art fiir Q 


| Q(v t) K(t, t) dv = f(t) (12) 


mit dem Kern 
®° Erdelyi, Magnus, Oberhettinger, Tricomi: Tables of Integral-Transforms, Bd. I. 
1954. 


x 

® Hierbei ist erfe(«) = 1—erf(x) mit erf(x) = a fee 
yu \ 

0 
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K(t t) ae grt els) Seg — a a2 B — aa 
by — at 7, @ + ere (13) 
d hem) )i—t 

un 


oe V4iu 
1(@).== Oya" ya {fp ae ~~ = —a 6 is 7 ‘ *) ate (ee — VA;,. | yi —~ 


2a 
Ny ay ee av fess Esinse v see. S = 
— |x) Ay, + ra +afle 2¢ a erfe (sa + VAnu) VE] + 
Split a (4,a—aar ip (14) 
Vt 


Es empfiehlt sich, die Lésung in folgender Weise anzuniihern: Man setze Q als 
Treppenfunktion von ¢ an, das heiBt also, im Intervall von t,;_, bis t; besitze Q den 
konstanten Wert Q; und es ist plausibel, da8 man bei hinreichend kleinen Intervall- 
langen die Quellverteilung mit gewiinschter Genauigkeit angeben kann. Setzt man 
1, = 0, t, =t und 
ty 
K,(t) = | K(t, 0) dr, 


h-1 
so kann die Integralgleichung (12) approximiert werden durch 
2 2; Kit) = f(t). 
i=1 


Um hieraus die Q; zu berechnen, ordnet man ¢ speziell der Reihe nach die Werte t,, 
t,,... zu, deren Abstiinde durch die praktischen Anforderungen bestimmt sind und 
gewinnt dadurch das Gleichungssystem 


> OQ: KM = fa, (15) 
i=1 


wenn man A; (¢,) = K;” und f(t,,) = f/, setzt, woraus man die gesuchten Q; bestimmen 
kann. So folgt mit 


(n) v1 (nn) 
He ales Heer Ke 
( pr 
Is G = 1 oes 
fiir die Q,, 
n—1 } 
f n—v 
Qn = ew se aes te ay crs) 
n eval | n—v 


Da der integrable Kern K(t,7) entsprechend (13) bestandig positiv ist, also 
K© > 0, gilt (16) fiir jedes n. Die bereits aus der Problemstellung zu erwartende 
Singularitat fiir ¢ = 0 1aBt sich aus der ersten Gleichung von (15) diskutieren. Dem- 


; : ‘ 1 
nach strebt der Mittelwert der Quellstirke im Intervall von 0 bis e mit e — 0 wie ae 


nach unendlich, womit die Konvergenz von (11) gesichert ist. Kennt man die Quell- 
verteilung, so kann man w, nach (11) berechnen und erhalt durch Addition von wu, 


die gesuchte, Temperatur’. 


7 Diese Methode kann auch bei nicht konstanten Geschwindigkeiten v angewendet werden, 
Vgl. etwa F. Selig: Bemerkungen zum Stefanschen Problem. Osterr. Ingenieur-Arch., dieses 


Heft. 
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SchlieBlich kann noch untersucht werden, unter welchen Bedingungen sich die 
Lésung des PI von der Temperaturverteilung in einem unendlich langen bewegten 
Korper ohne korrigierende Warmequellen im Rahmen der praktisch bedeutsamen 
Genauigkeit nicht unterscheidet. Dies erfordert die Angabe jener Zeit (* fiir die 


OG) |: << eomit. ¢ Sr. 
(Eingegangen am 7. Marz 1956) 


Uber Oberflicheneffekte 
beim elektrischen Durchbruch von Fltssigkeiten 


Von W. F. Gauster 


Zusammenfassung. Neuere Arbeiten tiber den elektrischen Durchbruch von Flissigkeiten 
ergeben folgendes Bild: VerlaBliche quantitative Ergebnisse betreffend die Durchschlagsfestig- 
keit technischer Fliissigkeiten konnen nur erwartet werden, wenn Serien von mindestens einigen 
hundert gleichartigen Messungen statistisch ausgewertet werden. Derartige Versuche, ausgefihrt 
mit Rogowski-Elektroden, ergeben einen einfachen Zusammenhang zwischen wahrscheinlicher 
Wechselspannungs-Durchbruchsfeldstarke, GréBe der Elektrodenflache und Standarddeviation. 
StoBfestigkeitsbestimmungen von Kohlenwasserstoffen und Leitfahigkeitsmessungen von Hexan 
zeigen auch bei reinsten Fliissigkeiten die ausschlaggebende Bedeutung von Oberflacheneffekten. 


Im folgenden wird iiber neuere Arbeiten, die sich auf den elektrischen Durchbruch 
technischer Fliissigkeiten (vor allem Transformatorenél) und reinster Flissigkeiten 
(Kohlenwasserstoffe) beziehen, kurz berichtet. Dieses Gebiet ist auf einer breiteren 
Grundlage von physikalischen Experimenten und mathematischen Erkenntnissen 
aufgebaut, und es ist beabsichtigt, an anderer Stelle eine ersch6pfendere Darstellung 
folgen zu lassen. Die nachstehenden Ausfiihrungen bezwecken nur, einen ganz kurz 
gefaBten Uberblick zu geben, der durch Anmerkungen und Literaturhinweise erginzt 
ist, wobei vor allem die derzeit vielleicht noch weniger bekannten amerikanischen 
Veroffentlichungen beriicksichtigt sind. 


I. Der elektrische Durehbruch technischer Fliissigkeiten 
A. Versuchsserien in statistischer Behandlung 


Bei der groBen Streuung der Durchbruchswerte technischer Fliissigkeiten hat 
man schon vor langerer Zeit erkannt, daB jeweils Serien von Messungen durchgefiihrt 
werden miissen, die einer statistischen Behandlung zu unterziehen sind!. Zuniachst 
hielt man es wohl fir selbstverstandlich, daB dies unter Beniitzung der GauBschen 
Verteilungsfunktion zu geschehen hatte?. Beim Bestreben, reproduzierbare Resultate zu 
erhalten, machte sich 6fters ein ,,Formierungs‘‘-Proze8 st6rend bemerkbar, der haupt- 
sichlich die Elektroden, zum Teil auch die Fliissigkeit betrifft?. Die Erscheinung 
besteht darin, daf’ wahrend der ersten 100 oder mehr Entladungen die gemessene 
Durchbruchsfeldstirke sehr merkbar steigt*. Man fand jedoch, daf auch bei Fliissig- 
keiten, die nur mit technischen Mitteln sorgfiltig gereinigt wurden, die also noch nicht 
als ,,reinste“ Flissigkeiten zu bezeichnen sind, und bei reinen Elektroden® und MeB- 
gefafen diese Erscheinung vermieden werden kann. Fiir Seriendurchbruchsversuche 


i J. L. R. Hayden und W. N. Eddy: Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 41, 102, 394 (1922). 

2 J. Rebhan: Elektrotechn. Z. 53, 556 (1932). 

3 W. Ferrant: Z. Physik 89, 317 (1934). 

* F. Koppelmann: Z, techn. Physik 16, 125 (1935). Ahnliche Erscheinungen sind auch 
bei Gasentladungen unter hohen Driicken wohlbekannt, siehe z. B.: J. G. Trum p, R. W. Cloud, 
J. G. Mann und E. P. Hanson: Electr. Engng. 69, 961 (1950). 

> Uber den Hinflu8 der Entgasung der Elektroden siehe J. L. Maksiejewskiund H. Tropper: 
Proc. Inst. Electr. Engrs., Teil II, 101, 183 (1954). 
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mit Wechselspannungen sind vollautomatisch arbeitende Versuchseinrichtungen mit 
Erfolg verwendet worden*. Als einer der ersten hat Weibull’ darauf hingewiesen, 
daB die zu erwartende statistische Verteilungsfunktion von der GauBschen verschieden 
ware und er schlug andere, unsymmetrische Typen der Verteilungsfunktion vor. 


B. Die Modellvorstellung der ungeordnet verteilten schwachen Stellen 
und die Statistik der extremen Werte 


Auf dem Gebiete der mechanischen Festigkeit bediente man sich schon lange der 
Modellvorstellung eines Kérpers, der aus einem in reinem Zustand sehr festen Material 
besteht, welches durch ungeordnet verteilte kleinste Risse (,,flaws‘‘) geschwiicht ist’. 
Milnor® diirfte zum erstenmal eine ihnliche Vorstellung auf den elektrischen Durch- 
schlag diinner Schichten angewandt haben. Diesbeziigliche mehr oder weniger gliick- 
liche mathematische Ableitungen, die unabhingig voneinander durchgefiihrt wurden, 
finden sich an verschiedenen Stellen!®. Es war eine gliickliche Fiigung, daB in der 
mathematischen Statistik eine ,,Theorie der extremen Werte‘ entwickelt wurde", 
die, wie sich bald zeigte, mit Vorteil auf Probleme der mechanischen und elektrischen 
Festigkeit angewendet werden kann!. Die Theorie lést die Aufgabe, die Verteilungs- 
funktion der héchsten oder niedrigsten Werte (letzteres kommt fiir die hier besprochenen 
Probleme in Betracht) aus Gruppen von » willkiirlich herausgegriffenen Werten zu 
bestimmen, wenn die Verteilungsfunktion der urspriinglich zugrunde gelegten ,,Be- 
volkerung‘* bekannt ist’. Die Theorie der extremen Werte baute Gumbel™ weiter 
aus und zeigte die Anwendung an vielen Beispielen (jaihrlich auftretende extreme 
meteorologische Daten, Festigkeitsprobleme usw.). 


C. Theorie des aquivalenten Volumens 


Ks ist naheliegend anzunehmen, da fiir den Durchschlag von technischen Fliissig- 
keiten die riumliche Verteilung von ,,schwachen Stellen® (Fasern, Gasblaischen usw.) 
von Bedeutung ist. Tatsachlich liegt ein bemerkenswerter Versuch vor, Formeln fiir 
den Wechselspannungsdurchschlag von Transformatorenol fir beliebige Elektroden- 
geometrien aus Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen abzuleiten, die sich auf das unter 
elektrischer Beanspruchung befindliche Volumen beziehen. W. R. Wilson” setzt 
voraus, da jene Volumsteile fiir den Durchschlag in Betracht kommen, in welchen 
der absolute Betrag der elektrischen Feldstirke zumindest etwa 90% des héchsten 
auftretenden Spannungsgradienten ist (,,aquivalentes Volumen JV,,‘‘). Ferner sttitzt 
er sich auf eine Beobachtung von Peek!*, wonach die Durchbruchsfeldstarke einer 
Kugelfunkenstrecke unter Ol in einem gréBeren Bereich nur von dem Kugelradius, 
nicht aber vom Elektrodenabstand abhingig ist. Damit liBt sich fiir diesen besonderen 


6 H. H. Race: Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 59, 730 (1940). 

7 W. Weibull: Ing. Vetenskap, Akad. Handl. 151, 153 (Stockholm 1939). 

8 A.A. Griffith: Phil. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 221, 163 (1920). — J. I. Frenkel 
und T. A. Kontorova: J. Phys. USSR 7, 108 (1943). 

9 J. W. Milnor: Diskussion zu Ref. 19, Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 32, 2128 (1913). 

10 Die erste Anwendung dieser Modellvorstellung, und zwar auf mechanische Zugfestigkeit, 
wurde bereits im Jahre 1880 durchgefihrt, siehe J. Lieblein: Biometrika 41, 559 (1954). Es 
sei ausdriicklich hervorgehoben, da& die Voraussetzungen der Modellvorstellung oft nicht erfiillt 
sind, siehe Report Armor Res. Found., Projekt 90-1081 J, Final Report 1952. 

u LU. H.C. Tippett: Biometrika 17, 364 (1925). 

2 B. Epstein: J. Appl. Physics 19, 140 (1948). 

13 H. Cramér: Mathematical methods of statistics. Princeton Univ. Press. N. J. 1946. 

144 J. Gumbel: Nat. Bureau of Standards, Appl. Math. Ser. No 33 (1954). 

15 W.R. Wilson: Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 72, III, 68 (1953). 

16 EF. W. Peek Jr.: Dielectric Phenomena in High Voltage Engineering, 3. Aufl. New York: 


McGraw-Hill Book Comp. Inc. 1929. 
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Fall ein Zusammenhang zwischen dem definierten iquivalenten Volumen V, und 
der Durchbruchsfeldstirke H herstellen, der von Wilson als fiir jede Elektroden- 
geometrie giiltig angesehen wird: 


HV de (1) 


Eine wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtung ergibt einen Zusammenhang 
zwischen equivalentem Volumen und der bei den betreffenden Versuchen zu er- 
wartenden Standarddeviation: 


s=F(V,). (2) 


Beide Funktionen von V, sind monoton fallend. Dem groBeren aquivalenten 
Volumen entsprechen nach Wilson geringere Durchbruchsfeldstarke und Standard- 
deviation. Selbstverstindlich hingen diese funktionalen Beziehungen von der Zu- 
sammensetzung und den Verunreinigungen der Fliissigkeit, dem Zustand der Elektroden 
und der Art der Versuchsdurchfiihrung (Geschwindigkeit der Spannungssteigerung, 
Ruhepause zwischen den Entladungen usw.) ab. 

Es konnte gezeigt werden?’, daB8 sich Wilsons Theorie durch einfache Gleichungen 
ausdriicken laBt, die zwei Konstanten enthalten, die jeweils den erwaihnten besonderen 
Material- und Versuchsbedingungen angepaBt werden kénnen. Qualitativ scheint die 
Aussage, da dem gréBeren kritischen Volumen eine geringere Durchbruchsfeldstarke 
entspricht, richtig zu sein. Gl. (1) liefert aber im allgemeinen nicht die gewiinschten 
numerischen elektrischen Festigkeitswerte. Auch die nach Gl. (2) errechneten Betrage 
der Standarddeviation der Durchschlagsspannungen stehen zu den Versuchsergebnissen 
im Widerspruch?®. 


D. Oberflicheneffekte beim elektrischen Durchbruch diinner Schichten 
fester Isolierstoffe und technischer Fliissigkeiten 


Im Jahre 1913 verdffentlichte F. M. Farmer eine grundlegende Arbeit iiber die 
elektrische Festigkeit diinner isolierender Schichten!®. Er untersuchte mit Wechsel- 
spannungen den Durchschlag von impragniertem Isolierleinen, Papier, diinnen Hart- 
gummischichten und Transformatorenél. Dabei wurden Paare von flachen, kreis- 
formigen Elektroden mit abgerundeten Kanten beniitzt. Farmer fand, daB die Durch- 
schlagsfestigkeit von impraigniertem Leinen und Papier bei einem Elektrodendurch- 
messer von 0°39 mm ungefahr 50% hodher als bei einem Durchmesser von 38 em war, 
wihrend das entsprechende Verhiltnis an diinnen Olschichten gemessen etwa 10:1 
betrug. 

Im Anschlu8 an Farmers experimentelle Arbeit wurde von J. W. Milnor eine 
zugehorige mathematische Theorie entwickelt®. Er nimmt an, dai man jede der 
beiden Elektrodenoberflachen in sehr viele Elemente zerlegen kénne, die verschie- 
denen Durchbruchsfeldstarken des dazwischen befindlichen Isolierstoffes entsprechen 
und dafX§ der Durchschlag an der schwichsten Stelle stattfindet. Er setzt voraus, 
da die Verteilung der Durchbruchsfeldstiirken der Oberflichenelemente durch die 

1” W. F. Gauster: Amer. Inst. Electr. Engr., Comm. and Electronics No 19, 301 (1955). 

#8 Fur den Fall von Rogowski-Elektroden folgt aus der ,,Theorie des aquivalenten Volumens‘ 
(siehe Ref. 1’, Gl. 28) fiir die Durchbruchsfeldstiarke 


Bd ee 


6 ee, somit #, — EH, = Fie Ee 3 
Vxd VR Vrd \VR,  VRy 
Ferner miifte die Standarddeviation von R abhingen. Beides weicht von den Versuchen von 
Weber und Endicott (siehe Ref. #) um Betriige ab, die wesentlich gréBer als die Versuchs- 
ungenauigkeiten sind. 

1” F. M. Farmer: Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 32, 2097 (1913). 
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GauBsche Verteilungsfunktion dargestellt werden kann. Er leitet daraus fiir die 
resultierende Durchbruchsfeldstiirke bei einer Elektrodenfliche A die Beziehung 


E = Cy — C, logy) A (3) 


ab. Milnor zeigt schlieBlich an einem numerischen Beispiel, daB bei passender Wahl 
der Konstanten C, und C, die von Farmer experimentell gefundene Abhangigkeit 
der Durchschlagsspannung von der Elektrodenfliche durch Gl. (1) in befriedigender 
Weise dargestellt werden kann. ; 


V. Bush und P. H. Moon” entwickelten eine vollautomatische Einrichtung zur 
Bestimmung der Durchschlagsfestigkeit von Kondensatorpapier mit Gleichspannung. 
Insgesamt wurden 100000 Messungen ausgewertet, von denen sich etwa 9000 auf die 
Untersuchung des Einflusses der Elektrodenfliche bezogen. Gl. (3) konnte bestitigt 
werden, jedoch machte sich auch bei dieser Art von Versuchen der friiher erwihnte 
, HormierungsprozeB* stérend bemerkbar. 


Spater wurde von Epstein und Brooks* die Durchschlagsfestigkeit von Papier- 
kondensatoren untersucht. Zur Auswertung dieser Versuche wurde die neu entwickelte 
statistische Theorie der extremen Werte verwendet. Das erwartete Vorliegen einer 
unsymmetrischen Verteilungsfunktion wurde bestitigt und es zeigt sich auch hier 
eine einfache Abhingigkeit von der GréBe der Oberflaiche [vgl. Gl. (5)]. 


Neuestens fiihrten Weber und Endicott” sehr sorgfaltige Versuche durch, die 
einwandfrei zeigten, da der friiher erwaihnte Oberflicheneffekt auch fiir den Wechsel- 
stromdurchschlag in technischen Flissigkeiten gilt. Es diirfte hier der erste Fall vor- 
liegen, da eine groBe Zahl von MeBwerten, die mittels einer unter wohlkontrollierten 
Bedingungen vollautomatisch arbeitenden Versuchseinrichtung erhalten wurden, 
nach modernen statistischen Methoden ausgewertet worden sind. Aus 1600 Hinzel- 
messungen wurden folgende Ergebnisse abgeleitet: 


a) Die Verteilungsfunktion f(x) der Durchschlagswerte ist unsymmetrisch. 


Sie 1aBt sich durch die von Gumbel** verwendete Verteilungsfunktion: 


f(z) = 5 — ae”, 
ce ee @) 
= «(x — u) 


darstellen, wobei uw den wahrscheinlichsten Wert der Durchbruchsfeldstarke x bedeutet. 
b) Bei konstant gehaltenem Elektrodenabstand ist die Standarddeviation unab- 
hangig von der Elektrodenfliche. Auf Grund der von Gumbel entwickelten Theorie 
der extremen Werte” la8t sich ein geometrischer Oberflicheneffekt wie folgt voraus- 

sagen : 4 
Uy — Uy = 1°8 8 logy, A (5) 


Diese Beziehung wurde durch die Versuche vollauf bestatigt. Sie ahnelt Gl. (3), 
besonders wenn man diese in die Form 


A 
H,—#,=C, logio 4 (3a) 


20 VY. Bush und P. H. Moon: Trans. Amer. Inst. Electr. Engr. 46, 1025 (1927). 

21 B. Epstein und H. Brooks: J. Appl. Physics 19, 544 (1948). ' 

22K. H. Weber und H. S. Endicott: Amer. Inst. Electr. Engr. paper 56—139 (1956), fur 
Veroffentlichung in Comm. and Electronics angenommen. 

23 Siehe Ref. 14, Gl. 3.8, S. 19. 
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bringt. Unterschiedlich ist jedoch, da in Gl. (5) die Differenz der wahrscheinlichsten 
Werte uw, in Gl. (3a) die der arithmetischen Mittelwerte H auftritt. Uberdies ist be- 
merkenswert, daf Gl. (5) keinen freien Zahlenwert enthilt, der an die Versuchswerte 
angepaBt werden kann, da sich die Standarddeviation s aus den Einzelmessungen 
eindeutig ergibt. Hierdurch gewinnt die experimentelle Bestatigung der Gl. (5) 
besonderes Interesse?*. 


II. Der elektrische Durchbruch reinster Fliissigkeiten 
A. Versuchsergebnisse mit Kugelfunkenstrecken 


Schon vor mehr als 20 Jahren war es vereinzelt gelungen, Durchbruchsfeldstarken 
von iiber 10® Volt/em mit reinsten Flissigkeiten zu erzielen®, jedoch wurde die Ver- 
suchstechnik erst durch Salvage”, Edwards??? und Goodwin und MacFayden*® 
so weit vervollkommnet, da gut reproduzierbare Resultate erhalten wurden. Hine 
Gruppe von Forschern (Sharbaugh, Crowe, Bragg und andere) fihrten in den 
letzten Jahren sehr eingehende Versuche mit Kohlenwasserstoffen durch. Sie 
untersuchten die elektrische StoBfestigkeit mit Rechteckswellen von 0°2 bis 
10 Mikrosekunden Dauer bei Elektrodenabstinden zwischen 0°5 und 10 Mil 
(1 Mil = 4/,99) Zoll = 0°0254 mm)”. Polierte Stahlelektroden von 1 Zoll Durch- 
messer ergaben fiir reinstes n-Hexan bei 2 Mil Schlagweite und 1:4 Mikrosekunden 
StoBdauer eine Durchbruchsfeldstirke von 1°55 x 10% Volt/em. 52 Versuche zeigten 
bei einer Standarddeviation von 2°8 % eine fiir diese Art von Messungen ausgezeichnete 
Reproduzierbarkeit. Es konnte eine einfache zahlenmaBige Beziehung zwischen der 
Durchbruchsfeldstirke und dem Molekularaufbau verschiedener Kohlenwasserstoffe 
hergestellt werden®. Bei kugelformigen Elektroden steigt die StoBfestigkeit bei 
Verringerung des Elektrodenabstandes*". Betraigt die StoBdauer mehr als etwa 
1 Mikrosekunde, so ist die Durchbruchsfeldstirke von ihr in einem weiteren Bereich 
unabhangig, und zwar erwies sich diese Eigenschaft von der Dichte und Viskositat 
der untersuchten Kohlenwasserstoffe als unabhaingig®, was als Beweis dafiir angesehen 
wird, daB die friiher vermutete Abhangigkeit der elektrischen Festigkeit reinster 
Fliissigkeiten von der Ionenbeweglichkeit?* nicht besteht. 


B. Verschiedene elektrische Festigkeitswerte gemessen mit Rogowski- 
und Kugelelektroden 


Neuestens wurden von Sharbaugh, Cox, Crowe und Auer mit Rogowski- 
Elektroden aus mechanisch poliertem Stahl Versuche iiber die elektrische StoBfestig- 


"4 Webers und Endicotts MeBwerte fiir Rogowski-Elektroden mit verschiedenen Durch- 
messern legen fiir jede der verwendeten Elektrodenflichen, wenn sie auf ,,Extreme Value 
Probability Paper“ (siche Ref. 14) aufgetragen werden, nahezu auf je einer Geraden, die unter- 
einander parallel sind. Die y?-Probe (siehe Ref. }*) rechtfertigt die Annahme der Verteilungs- 
funktion Gl. (4). Auf Wahrscheinlichkeitspapier fir die Gau8sche Verteilungsfunktion wiirde 
man keine Geraden erhalten. Altere Versuchsauswertungen haben nicht nach den jetzt verfiigbaren 
Methoden der Statistik untersucht, ob die Annahme einer bestimmten Verteilungsfunktion be- 
rechtigt war. 

25 W. Bahre: Arch. Elektrotechn. 31, 141 (1937). 

26 B. Salvage: Proc. Inst. Electr. Engr. 98, 227 (1951). 

27 W. D. Edwards: J. Chem. Physics 20, 753 (1952). 

*® D. W. Goodwin und K. A. MacFayden: Proc. Physic. Soc. 66 BIT, 85 (1953). 

** R. W. Crowe, A. H. Sharbaugh und J. K. Bragg: J. Appl. Physics 25, 1480 (1954). 

80 A. H. Sharbaugh, R. W. Crowe und E. B. Cox: Ann. Rep. Conf. on El. Insul. (Nat. 
Acad. of Sci.) 22 (1954). 

st A. H. Sharbaugh, J. K. Bragg und R. W. Crowe: Ann. Rep. Conf. on El. Insul. (Nat. 
Acad. of Sci.) 16 (1953). 

* R. W. Crowe: Ann. Rep. Conf. on El. Insul. (Nat. Acad. of Sci.) 26 (1954). 
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keit von reinstem Hexan angestellt®*, Bei iiberkritischer StoSdauer ergaben sich 
folgende Resultate: 


a) Die Durchbruchsfeldstiirke betragt fiir 1/, Zoll (= 12°7 mm) Elektrodendurch- 
messer (ebener Kreisdurchmesser) bei Schlagweiten zwischen 1°5 und 4 Mils nur zwischen 
0°890 bis 0°935 x 10° Volt/em, also bedeutend weniger als im Kugelfeld und ist in 
diesem Bereich vom Elektrodenabstand fast unabhiingig. ; 


b) Unter Verwendung von Rogowski-Elektroden mit Durchmessern von 1°5, 1:0, 
0°75 und 0°50 Zoll und einer konstanten Schlagweite von einigen Mils ergeben sich 
Festigkeitswerte von 0°74 bis 0°92 x 106 Volt/cm, die sich durch die von Weber und 
Endicott zunichst fiir technische Fliissigkeiten aufgestellte Formel (5) fiir den 
geometrischen Oberflicheneffekt sehr gut darstellen lassen. 


c) Mit kugelfOrmigen Elektroden von 1 Zoll Durchmesser wurden bei Abstinden 
von 4, 1°5 und 0°5 Mils Durchschlagsfeldstiirken von 1°5, 1°65 und 2°25 x 108 Volt/em 
gemessen. Diese Werte sind wesentlich héher als die mit Rogowski-Elektroden ge- 
fundenen und es ist auch das bekannte Ansteigen der elektrischen Festigkeit mit 
kleineren Schlagweiten deutlich erkennbar. 


d) Es besteht eine durchaus bemerkbare Abhingigkeit vom Durchmesser der 
Kugelelektroden™. Bei 2°5 Mils Elektrodenabstand und fiir Kugeldurchmesser von 
3°0, 1:0, 0°5 und 0°25 Zoll sind die Durchschlagsfeldstairken 1°48, 1°56, 1°65 und 
1°81 x 108 Volt/em. 


C. Geometrischer Oberflicheneffekt beim StoBdurchschlag zwischen 
Kugelelektroden 


Die Abhangigkeit der Durchbruchsfeldstirke von der Schlagweite 6 und von dem 
Halbmesser R der kugelférmigen Elektroden liBt sich bemerkenswerterweise in einer 
einzigen funktionellen Beziehung 

H = j(6 R) (6) 


zusammenfassen. Sie gilt in dem beobachteten Bereich von etwa 0°5 bis 4 Mil x Zoll 
mit einer Genauigkeit von wenigen Prozenten. Nur bei Schlagweiten kleiner als 
1:5 Mil steigt die Durchbruchsfestigkeit stairker als nach Gl. (6). 

Gl. (6) kann in folgender Weise gedeutet werden: Zunachst sei angenommen, 
daB fiir den Durchschlag jener Teil der Kugelfliche maBgebend ist, fiir den die an 
der Oberfliche gemessene Feldstarke mindestens den Wert k LH, besitzt. Dabei be- 
deuten #,, die maximale Feldstirke auf der Kugeloberflache und k einen Faktor 
kleiner als Eins. Die so definierte ,,kritische Oberflache“ A ist in guter Anndherung, 
wie leicht gezeigt werden kann, durch 

1—k 
A=-; 
bestimmt. Das hei&Bt aber nach Gl. (6), daB in dem angegebenen Bereich die Durch- 
bruchsfeldstiarke als Funktion der GréBe der kritischen Oberfliiche dargestellt werden 
kann. Weitere Versuche auf diesem Gebiet sind von grofem Interesse. 

Die Versuche von Sharbaugh und seinen Mitarbeitern scheinen zu ergeben, daB 
es auch bei einem Verhiltnis der Schlagweite zum Durchmesser der kugelf6rmigen 
Elektroden von etwa 1: 500 nicht méglich ist, die Durchbruchserscheinungen unter 
dem Begriff des Durchschlages im homogenen Feld zu erkliren. Damit zeigt sich die 


aOR (7) 


33 A. H. Sharbaugh, E. B. Cox, R. W. Crowe und P. L. Auer: Amer. Inst. Electr. Engr. 
paper 56—406 (1956), fiir Verdffentlichung in Comm. and Electronics angenommen. 

34 Aus den in Ref. ® erwihnten Versuchen, die mit Gleichspannung durchgefithrt wurden, 
ergibt sich keine Abhangigkeit vom Kugeldurchmesser, 
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Unmiglichkeit, die Abhangigkeit der elektrischen Festigkeit von der Schlagweite 
durch StoGionisierung allein zu erklaren*®. 


D. Physikalische Ursachen des Oberflacheneffektes 


Die Arbeiten A. von Hippels und seiner Mitarbeiter haben wesentlich zur Klarung 
der physikalischen Vorginge in reinen Fliissigkeiten beigetragen**. Von Hippel wies 
vor allem darauf hin, da® in festen Korpern und Flissigkeiten der ,,Elektronen- 
Bremsmechanismus‘* andersartig als in Gasen ist®’. Wahrend in letzteren den 
Elektronen, bevor sie die zur Ionisierung notige Energie erreichen, Energie durch 
Anregung von Atomen und Molekiilen entzogen wird (Lichtemission und andere 
Sekundarprozesse), findet in festen K6rpern und Flissigkeiten ein Energieentzug 
dadurch statt, daB die Elektronen durch unelastische St6Be Schwingungen der Molekiile 
anregen. Paschens Gesetz, wonach bei Gasen die Durchbruchsspannung eine Funktion 
des Produktes aus Dichte und Elektrodenabstand ist, verliert bei hohen Driicken 
seine Giiltigkeit. Der erhebliche Unterschied in der Durchbruchsspannung von Gasen 
niedriger Driicke ohne und mit Ultraviolettbestrahlung verschwindet, hingegen macht 
sich bei hdheren Driicken der Einflu8 des Kathodenmaterials immer stiirker bemerkbar. 
A. von Hippels Mitarbeiter Young konnte aber durch Experimente nachweisen, 
da der Ubergang der Durchbruchsfeldstarke von CO, von niedrigen Driicken tiber 
den kritischen Punkt bis zum fliissigen Zustand stetig erfolgt**. 

Zur weiteren Klarung der physikalischen Vorginge, die dem elektrischen Durch- 
bruch von Fliissigkeiten zugrunde liegen, untersuchte W. B. Green, ein anderer 
Mitarbeiter A. von Hippels, die Leitfaihigkeit und die Durchbruchsfeldstaérke von 
héchstgereinigtem Hexan*®. Ebenso wie bei Youngs Arbeiten wurde Gleichspannung 
verwendet. Mit einer Kugel-Platte-Anordnung wurden gut reproduzierbare Werte 
des Leitungsstromes in Abhangigkeit von Elektrodenmaterial und Elektrodenabstand 
bis zum Erreichen des Durchschlages erhalten. 

Green faBt die Ergebnisse seiner Versuche wie folgt zusammen: Wenn die Spannung 
von Null aus gesteigert wird, sammeln sich positive Ionen an der Kathode und er- 
zeugen so ein starkes lokales Feld innerhalb der diinnen Oberflaichenschicht. Diese 
hohe Feldstarke verursacht Elektronenemission aus der Kathode, und fiir irgendeine 
angelegte Spannung ergibt sich ein Gleichgewichtszustand zwischen der Lieferung 
von Ionen aus der Flissigkeit und der Neutralisierung derselben durch die vom Metall 
emittierten Elektronen. Dieser Gleichgewichtszustand hangt von der Leitfihigkeit, 
GleichmaBigkeit und Dicke der Oberflachenschicht ab. Wenn die angelegte Spannung 
gesteigert wird, erhdht sich gleichzeitig die Zahl der die Kathode erreichenden Ionen 
und mit ihr die der emittierten Elektronen. Die Stromspannungskurve konnte bis zu 
einer Feldstarke von 1045kV/cm gemessen werden. Bei 1060kV/cm schwankte 
zunichst die Stromstarke betrachtlich und es erfolgte dann regelmiBig ein Funken- 
durchschlag. Uber 800kV/cm zeigt sich ein Anwachsen des Stromes, welches auf 
einen «-ProzeB schlieBen lassen kénnte. Falls es sich tatsichlich um StoBionisation 
handelt, so hat der Faktor e*” unmittelbar vor dem Durchbruch héchstens den Wert 2. 
Auch bei den hier in Rede stehenden Fliissigkeitsentladungen ist anzunehmen, da8 
der Durchbruch dann erfolgt, wenn schlieBlich die Feldverzerrung durch die gebildeten 
Tonen grof genug geworden ist. 

*° A. H. Sharbaugh, J. K. Bragg und R. W. Crowe: J. Appl. Physics 26, 434 (1955). 

% A. R. von Hippel und 22 Mitarbeiter: Dielectric Materials and Applications. New York: 
John Wiley and Sons. 1954, — A. R. von Hippel: Dielectrics and Waves. New York: John Wiley 
and Sons. 1954. 

37 A. R. von Hippel: J. Appl. Physics 8, 815 (1937). 


38D. R. Young: J. Appl. Physics 21, 222 (1950). 
39 W. B. Green: Techn. Rep. 39, Lab. for Ins. Research, MIT (1955). 
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Die alteren Vorstellungen iiber StoBionisierung in Fliissigkeiten miissen nach 
Greens Versuchen einer grundsitzlichen Revision unterzogen werden. Vergleicht man 
die Stréme J, und J, bei gleicher Feldstarke aber bei verschiedenen Elektroden- 
abstiinden d, und d,, so wire auf Grund einer Stofionisierung in der Fliissigkeit ein 
Verhaltnis J,: 7, = e*“4—%) — konst., unabhangig vom Kathodenmaterial, zu_er- 
warten. Tatsachlich ist dieses Verhiltnis fiir Elektroden aus Stahl am gré8ten, fiir 
Gold wesentlich kleiner und fiir Kupfer praktisch gleich Null. Uberdies ergab sich 
fiir Kupferelektroden in einem weiten Bereich der Feldstiirke nur ein verschwindend 
kleines Ansteigen des Stromes bei Erhéhung der angelegten Spannung. Greens Arbeit 
zeigt jedenfalls die ausschlaggebende Bedeutung von Oberflacheneffekten beim Strom- 
durchgang in reinen Fliissigkeiten, gegen welche die Rolle der StoBionisierung in den 


Hintergrund tritt. 
(Hingegangen am 26. Marz 1956) 


Elektronische Abbildung als Eigenwertproblem 
Von Walter Glaser, Wien! 


Zusammenfassung. In das Variationsprinzip fiir die paraxiale Elektronenbewegung wird 
fur vorgegebenen Ding- und Bildort eine geeignete Schar von Vergleichskurven eingefiihrt, welche 
die elektronenoptische VergréBerung als variablen Parameter enthalten. Indem der Eigenwert 
der Linsenstirke als das Minimum hinsichtlich dieses Parameters bestimmt wird, erhalt; man gute 
Naherungsformeln gleichzeitig fir die Linsenstiirke und die VergréBerung. Die beiden wesent- 
lichen elektronenoptischen KenngréBen k6énnen so fiir ein beliebiges Abbildungsfeld ohne 
Integration der Differentialgleichung der paraxialen Elektronenbahnen angegeben werden. 


Kine der leistungsfahigsten Methoden der angewandten Mathematik bildet das 
Rayleigh-Ritzsche Verfahren zur angenaherten Berechnung der Eigenwerte eines 
Randwertproblems. Man kann sagen, dafi man ein analytisches Problem weitgehend 
auch rechnerisch beherrscht, wenn es gelingt, dieses als Eigenwertproblem zu fassen. 
Vor zwanzig Jahren haben Paul Funk und der Verfasser in einer gemeinsamen 
Arbeit? diese Methode auf die Bestimmung der optischen Konstanten von Elektronen- 
linsen iibertragen. In Erinnerung an diese Zusammenarbeit méchte ich mir erlauben, 
die folgende kleine Erginzung zum Thema meinem verehrten Lehrer und Freund 
Paul Funk zu seinem 70. Geburtstag zu widmen. 

Die erwahnte Arbeit bezog sich auf den Fall, daB das Abbildungsfeld lings der 
Achse nach beiden Seiten hin begrenzt ist, so daf Ding und Bild im feldfreien Raum 
angenommen werden konnten. Unter diesen Voraussetzungen hat man vollkommene 
Analogie mit der Lichtoptik. Das Abbildungsfeld wirkt auf die Elektronenstrahlen 
wie eine Linse von endlicher Dicke und die Aufgabe bestand darin, die Kardinal- 
elemente dieser Linse aus einem Eigenwertproblem zu bestimmen. 

In der Praxis der magnetischen Elektronenmikroskopie liegt jedoch das Objekt 
meist im Feld. In diesem Falle hat es keinen Sinn, von den Kardinalelementen der 
Linse zu sprechen. Aber schlieBlich stellen diese auch nur Hilfsgré8en dar, um die 
wesentlichen Eigenschaften der Abbildung, namlich den Zusammenhang zwischen 
Ding- und Bildort und die VergréBerung zu berechnen. Man wird daher unmittelbar 
auf die Bestimmung dieser beiden Eigenschaften lossteuern. 

Wir wollen uns im folgenden auf rein magnetische Linsen beschranken, da die 
Ausdehnung der Uberlegungen auf elektrostatische Linsen unmittelbar klar ist. 


1 Zur Zeit New York, Farrand Optical Co. 
2 Paul Funk und Walter Glaser: Berechnung elektronenoptischer Konstanten als Eigen- 


wertproblem. Z. Physik 102, 603 (1936). 
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Ding- und Bildort sind durch zwei aufeinanderfolgende Nullstellen der paraxialen 
Elektronenbahnen gegeben, deren Differentialgleichung 


BA(z)r=90 — (1) 


Caer 


lautet. B, (z) ist dabei die z-Komponente der magnetischen Feldstirke langs der 
Linsenachse und U die Voltgeschwindigkeit der Elektronen. Setzt man 


PPh 0 


wobei a eine charakteristische Linge (z. B. Spulenradius) bedeutet, und schreibt man 


z 1 
F(2) = Bsae) (3) 
und 
B 2 2 a N2 J 
pes oma’ es ee ae (i= | F(z) a), (4) 


wobei NJ die Amperewindungszahl der Linse ist, so erhalt man (1) in der dimensions- 


losen Gestalt 
P'(2) PP (2) ra) = 9. (5) 


Bei vorgegebenem Dingort x, und Bildort 2, hat man also das Randwertproblem (5) 


mit den Randbedingungen 
r(%) = 9, 1r(%,) = 90 (6) 


zu lésen. Die Eigenwerte k? stellen jene Werte der ,,Linsenstirke“ (4) dar, fiir die 
das in x, befindliche Objekt auf den in x, befindlichen Bildschirm scharf abgebildet 
wird. 

AuBer der Linsenstirke k? haben wir als zweite wesentliche Eigenschaft der Ab- 
bildung ihre VergréBerung f. Sie folgt auf Grund des Helmholtz-Lagrangeschen 
Satzes aus der Eigenloésung (6) mittels 

__ (29) 
aii r(x) * (7) 
Die Differentialgleichung (5) zusammen mit den Randbedingungen (6) stellt 
bekanntlich die Bedingung fiir die Funktion r(x) dar, den Kigenwertparameter 
vy 
\ 98 dae 
er ar (8) 
| F? r da 
zu einem Minimum zu machen. Setzt man eine beliebige, den Randbedingungen (6) 
geniigende Vergleichsfunktion r(x) in (8) ein, so erhailt man einen Naherungswert 
des Kigenwertes, der um so genauer ist, je besser die Vergleichsfunktion mit der 
wirklichen Elektronenbahn tibereinstimmt. Je gréBer diese Ubereinstimmung ist, 
ein um so kleinerer Wert ergibt sich fiir k? und umgekehrt. 


Um zu einer giinstigen Versuchsfunktion zu gelangen, fiihren wir mittels 
x= ctg g (9) 
die neue unabbingige Variable y ein (0 <p <a) und gehen mittels 


(7) 
sin ~ 


(10) 
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auch zu einer neuen abhingigen Variablen v iiber. Gl. (5) erhalt damit die Gestalt 


o'(y) + [LL + Pp) o(p) = 0, (11) 
wenn man zur Abkiirzung 1 Bact 
2 (a ctg @) 
io) =-_- tare (12) 
setzt®. Das Variationsproblem (8) geht tiber in 
V1 
| (o®— vw) dp 
2 — an (13) 
\ YW? v2 dp noi 
" Po 
und die Randbedingungen werden 
Po) = 9, v(y,) = 90. ; ; (14) 
Aus (11) folgt nun, da fiir Y= 1, das hei®Bt nach (12) fiir das Magnetfeld 
Bo 


B(2) = 'B, ein®* > = (15) 


Pty ERS 
ales 
welches einen fiir Elektronenlinsen typischen glockenférmigen Verlauf zeigt, Gl. (11) 
die strenge Lésung » = sin o (» — 9) (16) 
besitzt. @ ist in diesem Falle mit k? durch 

wo =k? +1 


verkniipft. Mit g, hangt es nach (16) durch 


o = — (17) 
zusammen. Po — V1 | 
Die VergréBerung f, berechnet sich mit (9), (10) und (16) entsprechend (7) zu 


ee= = or (18) 
Fiir gegebenen Dingort gy, und Bildort y, kennen wir also den exakten Wert der 
VergroBerung 6, und des Parameters k? der Linsenstirke 
ee ecae Sr ere eee) 
sisieialaala at (Yo—%1)®>—” ihe 
wenn das Feld die Form (15) hat. 
Da alle Linsenfelder einen typisch glockenférmigen Verlauf haben, wird (16), 
das heiBt P ae 
v= sina (20) 
Pomme 
auch im allgemeinen Fall eine gute Niaherung fiir die Elektronenbahnen darstellen 
und (18) wird allgemein einen Naherungswert fiir die VergroéBerung geben. 
In einer ersten Naherung (Rayleighsche Methode) wird man daher auch fiir ein 
beliebiges Feld (12) an (20) festhalten und zur Berechnung der Linsenstirke £k,* die 
Gl. (13), das heiBt mit (17) und (20) die Formel 


71 
Ll: 3 (e@, — 9) | B (a ctg 9) 


: sin? 
13 re sin* YP G1 7— 


ko? m* — (9 — 9;)* 
Po 


(21) 


3 W. Glaser: Grundlagen der Elektronenoptik. Wien. 1952, oder Handbuch der Physik 
(herausgegeben von 8S. Fliigge), Bd. 33. Heidelberg. 1955. 
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verwenden. Wenn man die Definitionen (4) in (21) einfiihrt, erhalt man fir das 
Verhiltnis U/N2J? von Beschleunigungsspannung zum Quadrat der Amperewindungs- 
zahl der Magnetlinse den Ausdruck: 


1 —2 
U C Mo” 2 (P1 eae Po) | B, (a ctg g) f BF (a ctg ?) 59 am Po_ 22 
NEP Bit — Ag —— Hs) sin® 9 ay | aint Gy — o oe 


0 Pa 


Die VergréBerung wird aus (18) ermittelt. 

Wir gehen einen Schritt weiter: Mit W. Ritz betrachten wir den Randbedingun- 
gen (14) geniigende Vergleichsfunktionen v (gy), die einen variablen Parameter ent- 
halten und bestimmen diesen Parameter so, daB k? in Gl. (13) ein Minimum wird. 
Als dieser Parameter soll nun gerade die VergréB8erung 6 gewahlt werden, die sich so 
auf Grund der Extremumsforderung eindeutig bestimmt. Da die Elektronenbahnen 
wegen r’’/r <0 allgemein einen wellenartigen Charakter haben, erganzen wir (20) 
durch das zweite Fourier-Glied, setzen also als Vergleichsfunktion 


v = sin w (p — Go) + Asin 2 w (Y — Yo); (23) 
wobei sich w aus g, und g, nach (17) bestimmt. Der Parameter steht nach (7), (9) 
und (23) mit der VergroBerung f in der Beziehung 
22+1 sing 1+2, 
nea ra map PL ae Oe (24) 
wobei wir den bekannten, fiir das Glockenfeld streng giiltigen Wert der Vergré8erung fy 
nach (18) eingefiithrt haben. Aus (24) folgt 


1 x7 8h 


Da die Higenfunktionen mit einer Konstanten multipliziert werden kénnen, ergibt 
sich fiir die Vergleichskurve (23) als Funktion der VergréBerung 


v = (B + By) sin w (p — go) +x (B — Ba) sin 2.» (y — go). (26) 
Wenn man (26) in (13) einsetzt, erhalt man 


ja A OO Ba Ne ee ae 27 
20 A(B—A,)? + 4B ( —B,2) + 40 BF Bol”? ht 
wobei A, B und C die folgenden, unmittelbar aus dem Feld zu bestimmenden Kon- 


stanten sind: 


fo 


A = | ¥®sin? 2.0 (y — 9) dg, (28) 
PL 
%o 
liv = \ Y? sin 2 w (~p — qo) Sin w (y — Ho) dg, (29) 
YI 
Po 
C= \ Y? sin? w (y — qo) do. (30) 


PL 


Da &* fiir die wirkliche Elektronenbahn ein Minimum ist, haben wir die Bedingung 
=, (31) 


Sie bedeutet, daB die im optischen System realisierte VergréRerung mit einem 
Minimum der Linsenstirke verwirklicht wird. Mit der Abkiirzung 


w?—1 Bi eos (Yo — #1)” 
4w*—l — 42? — (9 — 9) 


pba rads (32) 
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erhalt man aus (31) und (27) fiir 6 die quadratische Gleichung: 


B(B — Bo? + 2(C — a A) (#2 — B.2) —4 Ba (B +B? = 0. (33) 
Sie hat die Lésung 


B(l+ 406) + 2 \(C—oa Ap? + 4 Bo 


B= Bo B(l—4o0)+2(C—cA) * 7) 


Da fiir das einfache Glockenfeld (WY = 1, also B= 0) die VergroBerung 6 mit B, 
tibereinstimmt, muBte in (34) fiir die Quadratwurzel das positive Vorzeichen ge- 
nommen werden. 

Die zugehérige Linsenstiirke wird nach (27) 


2, — Tito) Act O— Vide Of +4 Bia 
nin = ree — ‘ eG 8 


Mit den beiden Gl. (34) und (35) sind die wesentlichen Kenngréf8en der elektronen- 
optischen Abbildung fiir ein beliebiges Magnetfeld durch einfache Rechenformeln 
ausgedriickt, fiir welche die Integration der Differentialgleichung der Elektronen- 
bahnen nicht erforderlich ist. 

(Hingegangen am 22. Februar 1956) 


Uber die Beriicksichtigung der Reibung bei Schwingungsproblemen 
Von W. Grébner, Innsbruck 


Zusammenfassung. Es werden Glieder bestimmt, die man zu den Differentialgleichungen 
der Schwingungsvorgange hinzufiigen mu8B, um die durch Reibung verursachte Dampfung in 
Rechnung zu stellen. 


Die bei allen mechanischen Bewegungsvorgangen auftretende Reibung ist ein 
sehr komplexes Phainomen, dem man mit prazisen theoretischen Untersuchungen 
schwer auf den Grund kommen kann. Tatsachlich ist die Reibung aus sehr vielen 
Komponenten zusammengesetzt, deren Auswirkungen im einzelnen unmoglich fest- 
gestellt werden kénnen; es ist hier besser, diese verschiedenartigen Einfliisse in einem 
statistischen Mittelwert zu erfassen, der in passender Gestalt als Reibungskraft 
definiert wird und mit einem noch empirisch zu ermittelnden Koeffizienten behaftet ist. 

Diesen Grundsatz werden wir auch im folgenden beibehalten. Die allgemeine 
Gestalt der Glieder in den aufzustellenden Differentialgleichungen, durch welche die 
Reibung beriicksichtigt werden soll, kénnen wir jedoch aus der Tatsache ableiten, 
daB die Reibungskrifte eine dauernde Abnahme der mechanischen Energie des be- 
trachteten Systems zur Folge haben. 

Die Differentialgleichungen eines schwingenden Systems, dessen Schwingungen 
in einer abwechselnden Umwandlung von kinetischer in potentielle Energie und 
umgekehrt bestehen, leitet man am besten mit Hilfe des Hamiltonschen Variations- 
prinzips ab. Man muB8 zu diesem Zwecke zunachst die kinetische Energie 7’ und 
die potentielle Energie U des Systems ermitteln. 

Wir wollen hier, um das aufgeworfene Problem in etwas konkreterer Gestalt behandeln 
und anschreiben zu kénnen, annehmen, da der Zustand des zu untersuchenden 
mechanischen Systems — etwa einer schwingenden Membran oder schwingenden 
Platte — durch eine einzige GréBe u(x, y;t) beschrieben ist, die von den Koordi- 
naten x, y eines Punktes P in der (x, y)-Ebene und von der Zeit t abhangt. Der 
Punkt P sei auf das Innere eines Bereiches 8 in der (x, y)-Ebene beschrankt, der 
von einer einfachen geschlossenen Randkurve € begrenzt sei. Langs © seien die Werte 
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von w und eventuell der setae Un, U, vorgeschrieben, und zwar seien sie zeitlich 
konstant. 
Die kinetische Energie ist dann: 


T =\oufdady, (1) 
B 


mit einer iiberall positiven Funktion o(, y), wahrend fir die potentielle Energie 


ein Integral | Noe, Caney Pe | fla, Up hs tips Ug, hugs Ways ab say) du dy (2) 
B 


gefunden wird, dessen Integrand f eine mindestens zweimal stetig differenzierbare 
Funktion ihrer Argumente ist, die im iibrigen nicht explizit von ¢ abhiangt. 

Nach dem Hamiltonschen Prinzip findet man die Lésung wu = u(x, y; t) des 
Problems als diejenige Funktion, fiir die das Funktional 


te 
Q=\(1—U)dt= [at (out —Ndeay (3) 
ty . 
bei gegebener Anfangs- und Endlage einen stationéren Wert erhilt. Es mu8 also 
die Variation 62 verschwinden. Die Rechnung liefert zunachst: . 
te 


62 = | dt | [2.9 w, du — Se bu — = but, a Bie i Er 
. ae 


of ; 
Pili OUny — ee 6Uy,,|dx dy; 


wenn man hier in tiblicher Weise partiell integriert und beriicksichtigt, daB die 
Variation du fir tt, und t= f,, sowie die Variationen dw, du,, du, langs des 
Randes © verschwinden (weil die Randwerte vorgeschrieben sind), so erhalt man 
nach kurzer Rechnung: 


6Q = —|dt| M(u) dudxdy = 0 (4) 
4 8 
mit 
mae Loy CR Be Rey of GR AGy o? of Oe, Op 
Mu) = 20 tee + du ~—sC«at su, —SsCé Ys, fa* “eu, Ox Oy OUgy dy* yy (5) 


Im klassischen Fall, das heiBt, wenn das System konservativ ist und keine Reibungs- 
krafte wirken, muB die Variation (4) bei willkiirlich gewihltem du verschwinden, 
was nur dann der Fall ist, wenn im ganzen Inneren des Bereiches $ die Differential- 
gleichung 

M(u) = 0 (6) 
erfillt ist. Wenn aber Reibungskrafte auftreten, dann wird diese Differentialgleichung 
nicht mehr in derselben Form erfiillt sein kénnen. 

Um einen Anhaltspunkt fiir die dann notwendige Anderung zu erhalten, wollen 
wir die Energie des Systems berechnen; wir erhalten sie, wenn wir aus der Lagrange- 
Funktion L=7—U die Hamilton-Funktion berechnen: 


H(t) = \ (que + f)dedy = T+ U. (7) 
B 
Die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit ¢ ist: 
A'(t) = \|2 0 Uy Ue +B tk Ut SET a eat ns ea a Uys += i Ueat + 
B 


i 
sh aaeer Uy Unyt rh a aA Uyyt da dy; 
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auch hier kann man wieder partiell integrieren und mu8 dann die Tatsache beriick- 
sichtigen, da die bei der partiellen Integration auftretenden Randintegrale siimtlich 
verschwinden, weil die Werte von w, w,, w, voraussetzungsgemiB lings © zeitunab- 
hangig vorgeschrieben sind, also w,, W2,, Wy, lings © verschwinden. Mit Beniitzung 
von (5) findet man: 
A) = | M(u) u,da dy, (8) 
B 

also, H’(t) = 0, wenn die Differentialgleichung M(u) = 0 erfiillt ist. Wenn wir aber 
Reibungsverluste haben, dann muf H’(t) <0 sein, und wir diirfen M(u) nicht Null 
setzen, sondern gleich einer Funktion, die, mit w, multipliziert, einen iiberall negativen 
Integranden liefert. Dafiir gibt es immer noch sehr viele Méglichkeiten, die einfachste 
Art aber ist die folgende: 
se gaeias M(u) = — eu?"", (9) 
wo « eine positive Funktion von a, y (innerhalb $) und » eine natiirliche Zahl be- 
deuten. 


Der einfachste Fall ist » = 1, und man wird immer trachten, damit auszukommen, 
weil dann die Differentialgleichung (9) linear ist (falls f ein quadratisches Polynom 


der Argumente w, wz, ... ist). Nimmt man dann auch fiir « eine positive Konstante, 
so wird 
Et) = —el|uzdxdy <0; (10) 
& 


dann ist H’(t) solange negativ, das heiBt, die Energie des Systems nimmt solange 
ab, als wu, + 0 ist, und A’(t) = 0, das heiBt, die Energie des Systems konstant, wenn 
in $ iiberall w, = 0 erreicht ist, oder mit anderen Worten, wenn das System in Ruhe 
gekommen ist. Das entspricht ganz den Forderungen, die wir fiir Reibungsverluste 
zu stellen haben. 


Wir wollen dies auf das einfachste Beispiel, die schwingende Saite, anwenden. 
Der Zustand der Saite ist durch eine Funktion u(x,t) von eimer einzigen Lage- 
koordinate x und der Zeit ¢ in einem Bereich 8: 0 < x <a beschrieben; ferner ist 


0.= ca konstant (uw = Massendichte der Saite) und f = > u,2 mit einer von den elasti- 


am | . 
schen Eigenschaften des Materials abhingigen Konstanten ¢ (c = 2G a x) Die 


m 
Differentialgleichung (9) wird also in diesem Fall: 
M (u) = fb Ug; — C Ure = — EU; (11) 
mit den Randbedingungen 
u(O, t) = u(a, t) = 0 (11’) 
und den Anfangsbedingungen 
u(x, 0) = g(x), u(x, 0) = h (a). (11’’) 


Bei konstantem Reibungskoeffizienten ¢ findet man leicht nach den klassischen 
Methoden die Lésung: 


rifle ee 
u(a, t) = e 24 »'sin fe = = [um COS Int + By Sin Np t], (12) 
n=1 
mit den Kreisfrequenzen der Eigenschwingungen: 
2n7% ea \e ee 
are cu —(sar) > tees PT. (13) 
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Die Koeffizienten «, und f, sind durch die Anfangsbedingungen (11’’) bestimmt, 
und zwar gilt: 


Den reibungslosen Fall erhalt man wieder fiir e = 0. Wie man sieht, hat die Reibung 
et 


einerseits eine allgemeine Dampfung, die im Faktor e 2” zum Ausdruck kommt, 
anderseits aber auch eine Verringerung der Frequenzen der EKigenschwingungen zur 
Folge, die bei den niederen Ténen starker ist als bei den Oberténen; bei geniigend 
groBer Reibung kénnen sogar die untersten Toéne iiberhaupt ausfallen, namlich dann, 
wenn in (13) der Radikand negativ wird. 


Ganz dhnlich ist das zweite Beispiel der schwingenden Membran: hier hat man 
a= sit nd y= a (u.2 +4u,?) zu setzen mit gewissen Materialkonstanten yp, a. 
Die Differentialgleichung (9) lautet hier: 

M(u) = wuy,—adu= — eu; 


wahlen wir als Bereich 8 den Einheitskreis in der (x, y)-Ebene, so ergibt das nach 
dem Ubergang auf Polarkoordinaten die Differentialgleichung 


1 1 L € 
Upp + > Ue — 7a Uop — Wet q t= 0, (14) 


welche von der gesuchten Funktion u(r, gy; ¢) im Innern von &, das heiBt fiir0 <r <1 
erfiillt werden muf, mit der Randbedingung 


u(l, pit) =0 (14’) 
und den Anfangsbedingungen 


u(r, p39) = g(r, ¢), ur, p; 0) = Ar, 9). (14’’) 


Auch hier kann man mit den klassischen Eigenwertmethoden die Lésung finden: 


u(r, y;t) = UD | (Anm1) {(Xnm COSNY + YnmSiINN G) COS Anm’ t+ 


i Basa cos np ae ees sin 7 ¢~) sin Nie t}; (15) 
hier bedeutet 2,,, die m-te Nullstelle (= 0) der Bessel-Funktion J,,(2) und 


tan! = don) — (Spin) 08) 


Die Koeffizienten «,,,,..., 0, sind durch die Anfangsbedingungen (14’’) be- 
stimmt, und zwar findet man dafiir die Werte: 


L Sr 


dr\ g(r, ~) Tn (Anm?) cos n y dey, 


dr\ g(r, ) Jn Anm?) sin n p dp, 


0 0 
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1 2% 
1 2 [ 
Bam = i eT "had P \ dr | a(r P)In(Anm) cos n p dy + ao nm 
0 0 
1 2 1 22 
Oka = vig ae [J..’ (nny | dr | hr, PQ) In(Anm’) sin n ydg + a Vrina} 
0 0 


Den reibungslosen Fall erhalt man wieder, wenn man in diesen Formeln einfach 


é = 0 setzt. Der Einflu8 der Reibung macht sich also auch hier wieder durch einen 
et 


globalen Dampfungsfaktor e 2” und durch eine Herabsetzung der Frequenzen A,» 
der Eigenschwingungen geltend, und zwar ist die letztere fiir die tiefsten Frequenzen 
am deutlichsten; sie kénnen sogar bei starker Reibung ganz ausfallen. 


Der in diesen Beispielen beniitzte Ansatz kann noch in mannigfaltiger Weise 
abgeiindert werden, wodurch man etw aigen experimentellen Tatsachen besser Rechnung 
tragen kann. Freilich fiihren derartige kompliziertere Ansitze auf nichtlineare 
Differentialgleichungen, deren Lésung nicht mehr in geschlossener Gestalt wie bei 
den eben durchgerechneten zwei Beispielen dargeboten werden kann. Ubrigens kénnen 
dieselben Uberlegungen auch noch fiir andere Zwecke ausgeniitzt. werden!. 


1 Vgl. meine Arbeit : Uber Strewungs- und Stabilisierungsfunktionen bei Differentialgleichungen 
der theoretischen Mechanik. Annali di Matematica pura ed applicata, Serie IV, Tomo 39, 11—14 
(1955). 

(Eingegangen am 38. Marz 1956) 


Zur Stabilitat der Strickleiter 
Von G. Heinrich, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Es wird das Gleichgewicht und die Stabilitét emer ,,kontinuierlichen 
Strickleiter“* untersucht, die an einem Ende festgehalten ist und am anderen, freien Ende durch 
zwei konservative Krafte belastet ist. Die erste Variation eines bestimmten Integrals liefert die 
moglichen Gleichgewichtsfalle, die zweite Variation liefert ein Stabilitatskriterium. Dieses wird 
fir den Fall der schraubensymmetrischen Lésung angegeben. 


I. Problemstellung 


In seiner Arbeit ,,Zur Statik der Strickleiter“’ behandelt W. Wunderlich! die 
Gleichgewichtsformen einer Strickleiter, die aus einer Anzahl von gleich langen Staben 
besteht, deren Enden in gleichen Abstinden an zwei Schniiren befestigt sind. Wir 
denken uns einen GrenzprozeB durchgefiihrt, bei dem die Abstinde der Stabe gegen 
Null gehen und gelangen so zur ,,kontinuierlichen Strickleiter’, deren Gleichgewichts- 
formen ebenfalls in der Arbeit von Wunderlich behandelt werden. Die hier durch- 
gefiihrte Untersuchung der Stabilitit solcher Gleichgewichtsformen erfolgte auf An- 
regung von Wunderlich, der an einem Strickleitermodell, das er anfertigen lieB, das 
Auftreten von Instabilitaéten beobachten konnte. 


Im folgenden soll zunichst dem Zusammenhang zwischen den auBeren Kraften 
und den Gleichgewichtsformen nachgegangen werden. Daran schlieBt sich die — 
Stabilitiitsuntersuchung. Bei Wunderlich wird nur das innere Gleichgewicht der 
Strickleiter behandelt, auf den Zusammenhang mit den duferen Kraften wird nicht 


eingegangen. 


1 Math. Z. 55, H. 1, 13—22 (1951). 
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Der Rechnung werden folgende Annahmen zugrunde gelegt: Die ,,Holme” der 
Strickleiter sind undehnbare Faden, die nur auf Zug beanspruchbar sind. Die 
, Sprossen‘‘ sind starre Stabe, die mit den Holmen gelenkig und reibungsfrei ver- 
bunden sind. Das Eigengewicht der Elemente, die die Strickleiter aufbauen, wird 
nicht beriicksichtigt. Die erste Sprosse denken wir uns festgehalten. An den beiden 
Verbindungsstellen zwischen der letzten Sprosse und den Holmen sollen zwei einge- 
prigte Krafte wirken, deren GroBen und Richtungen vorgegeben sind. Die Krafte 
sind in diesem Fall-konservativ. Unter den getroffenen Annahmen existieren sonst 
keine anderen eingepragten Krifte. Die Minima des Potentials dieser Krafte missen 
demnach die stabilen Gleichgewichtslagen liefern. | 


II. Formulierung des Potentials der eingepragten Krafte 


Um das Potential der eingeprigten Krafte zu berechnen, denken wir uns etwa 
die Krafte durch Schnurspannungen erzeugt; die Schniire sollen tiber Rollen gefihrt 
werden und durch Gewichte gespannt werden. Sind die Abstiinde zwischen der Rolle 
und der Befestigungsstelle der Schnur an der Strickleiter geniigend groB, dann andern 
sich die Richtungen der Schnurspannungen praktisch nicht, wenn man verschiedene 
Lagen der Strickleiter betrachtet. Die potentielle Energie der die Schnurspannungen 
erzeugenden Gewichte kann dann als Potential der eingepragten Krafte angesehen 
werden. u 

Sind %, und $8, die beiden Kraftvektoren, die an den Enden der Holme 1 und 2 
angreifen, und sind r, z und r, , die Ortsvektoren der beiden Angriffspunkte in bezug 
auf einen festen Punkt, sind ferner r, , und r, 4 die Ortsvektoren der festgehaltenen 
Anfangspunkte der beiden Holme, so ist die Arbeit 6A der eingepragten Krafte bei 
der Verschiebung der Angriffspunkte um or, , und dry, gegeben durch? 


6A = B+ Ot gp + Be° Ote x = B1° O(t1 ge — U1 4) + Bo° Oe x — te 4); 


da nach Voraussetzung 6r, 4 = Or, 4 = 0 ist. Bezeichnet man das Potential der ein- 


gepragten Krafte mit U, so gilt: 6A = — dU. Da $8, und 8, nach Voraussetzung 
konstant sind, kann man also setzen: 
U=—[8i: i z— tia) + Be° Cee — 13 4) (1) 


Ks soll nun U nach Gl. (1) durch ein bestimmtes Integral dargestellt werden, 
damit man die Methoden der Variationsrechnung anwenden kann. Dazu wihlen wir 
eine Parameterdarstellung der beiden Holmkurven in der Form: r, = r,(s), ts = t2(s), 
wobei s am einfachsten als Bogenlinge zwischen dem Fixpunkt und dem betrachteten 
Punkt der Holmkurve eingefiihrt wird. Es gilt dann, wenn / die ganze Bogenlinge 
eines Holmes bedeutet: r, 4 = 1,(0), tg = 1,(1), te 4 =12(0), tez =1,(1). Schreiben 


. oe d , d y os : . 
wir noch fiir ae =<7,' und z =r,', so lat sich die Gl. (1) wegen der Konstanz 


von $8, und $8, auch schreiben: 


U 
U = — | (Bro ty + Pe* te’) ds. 
0 


Sind P,,, Py,, Py, baw. Py», P2,, Py, die Komponenten von 9, bzw. B, und a,, 4, 24 
bzw. 2%, Ys, Z, die Komponenten von r, bzw. rz, so erhilt man fiir U die skalare Dar- 
stellung 
l 
iy — | (Pye 0! + Pay Gi + Pigtay eboney be oe + P2,°%')ds. (2) 


0 


2 Der Punkt soll das innere Produkt bedeuten. 
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Wir machen die Koordinaten dimensionslos, indem wir setzen: 


=| 
mh = aa (3) 
Neste a a ; (4) 
(5) 


Damit geht (la) iiber in: 
1 


UO = —1)\ (Pao by) + Pays ma! + Pres Gi’ + Paw? 2’ + Pav ma’ + Pas: 62') do. (6) 


0 
Es bestehen nun folgende Nebenbedingungen: 
Sy Me ee LS, (7) 
oa trae Gy Ce, 0. (8) 
SchlieBlich miissen die Abstiinde der Punkte der Holmkurve 1 von den Punkten 
der Holmkurve 2, die zu demselben Wert von s gehoren, den konstanten Betrag a 


(Sprossenliinge) besitzen. 
Ks ist also: 


(%2— %P + (¥.—- WMP + @—-—APr=eH 
oder, nach Gl. (3) und (4): 
(62 — £1) + (H2 — m1)? + (Ce — 01)? — 0? = 0, (9) 


| 
I 
mit a= t. (9a) 


Stabile Gleichgewichtslagen sind nun dadurch gekennzeichnet, da sie den 
Wert U bei Bestehen der Nebenbedingungen (7), (8) und (9) zu einem Minimum 
machen. Es liegt also ein isoperimetrisches Problem vor, das wir durch Einfiihren 
geeigneter Lagrangescher Multiplikatoren /,, 2, und A, (die im allgemeinen Funktionen 
von o sind) Pouanaas formulieren konnen: Es ist der Ausdruck: 


_af Poets Pie FP as + Pee Sa + Poy No nee Ca 


0 
| 
l 


Gu Dit Aa (Gai Ya * <r Cat = Uk Ag Se — $1)" -F (Ha 41)" 
+ (C5 — ¢,)* — a*}} do (10) 
zu einem Minimum zu machen. Der Integrand enthalt 9 unbekannte Funktionen 
von o, und zwar: &,, 91, C1, €, Nos Ce-At Ax, As: 
Wir setzen zur Abkiirzung 
&—& =aé, 
ae lame sb (11) 
pia | 


= 
| 
I 
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dann gilt nach Gl. (9): 
ita i ea See (12) 
und (10) erhalt die Form: 

1 


ue —1) {Ph ot Puy Tie Dae = Pepe. + Poy ofr Pole ae 
0 
speAy (69% 1? 4 Pee lL) =p Agtes Ry a PE icant YM Ni Ag (6? E97 C- 1)} do 
| (13) 


oder, wenn man die Integration der ersten 6 Glieder durchfihrt*: 


U =—UPrebie + Prone t Prstis + Poefos + Pastas + Putas + 


a 
+f [Ay Gx’? +n’? +622 — 1) + Ae (Ga? 0"? + '® — 1) + 0? As (B17? +O — 1). 
0 


Da die 6 Randwerte &, , bis 6, nicht unabhiangig sind, sondern auch durch die 
Beziehung (12) verkniipft sind, wollen wir dem in der Weise Rechnung tragen, da 
wir auch fiir die Randwerte einen Lagrangeschen Multiplikator m einfithren. Wir 
erhalten dann, bei Beachtung von (12): 


T= Phe tPna + Putin t Pte = aves Oem 


1 
+ atu (Ex? + ye? + Ce? — 1) +) (A (G2 +m? +02 —-1) + 


0 


sf Ag (6o 8 Fg? hig? Ad) 4 PASE Sap 1)1 4}. (13a) 


III. Die erste und die zweite Variation von U 
Aus Gl. (13a) erhailt man bei Entwicklung bis zu Gr6éBen zweiter Kleinheits- 
ordnung: 
Ue 00es ; OU = —1 {Pye (E12 + 981 2) + Pay (Me + OM x) + Pre (Sg + O01 x) + 
+ Pow (65% + 982 2) + Pov (22 + OM x) + Poe (So + O02 w) + a7 (uw + Ou) [(Ex + O&%)? + 


+ (nz + 6nw)? + (Se + 8€n)? — 1} — 1 {(Ay + Ag) [(Er’ + 68y'? + (ma + Oy’)? + 


0 
H+ Sy" + 804")? — LT] + (Ag + Ag) [(S2" O88") + (e'  Ompa’)? + (Co + 809’)? — 1] + 
+ 0? (As + OAs) [(E + 08)? + (n + On)? + (C + 06)? — 1]} do. 
Die Trennung nach Groen erster und zweiter Kleinheitsordnung liefert, bei Be- 
achtung von Gl. (11) und (12): ; 


6U = — 1 Pye 081g + Pry Omg + Py, 801g + Poe 663 9 + Poy Ono x + Pos 50g" + 
+ 2 o [€E (68) » — 0&1 2) + x (One — Om x) + Ce (blo — 80, x) + 


1 
+o? du (Ex® + yu? + Cu® — 1)} — Uf {2g (Ey! 88’ + yy! Omg! +04’ 80,") + 


0 

+ 2 Ag (Es' 0&2" + mo" Ono’ + Cy’ 06’) + 2 a As (E JE 4 7 6n + € 60) 4 
+ Ay (Ey’® + yy’? +£4'2 — 1) +8q (Eq? +79"® + La!®— 1) + 2 Ag (2 +9? +2 — )} do, 
(14) 


’ Hier wurden die der unteren Grenze entsprechenden konstanten Glieder weggelassen, da 
sie fiir das Potential unerheblich sind. 
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1 
yz BU = — 10? (deg? + dng? + 6Cz*).+ 2 0? Ou (Ex déx + ne One + Ce OCe)} — 
1 
ad {Ay (081'? + by’ + 804’) + Ay (58_'? + Oy’? + 565%) + 6 Ay (SE® + dy? + 5E2) + 


+ 2 dA, (&,' 0&,' + my Ony’ + Cy 00,') + 2 dA, (&, 0&5’ +2 On,’ +,’ 6C,') + 
+20? 6A, (6 5E + 9 6n +£6C)} do. (15) 


IV. Die Ermittlung der Gleichgewichtslagen. 


Aus den Bedingungen 6U = 0 miissen sich die Gleichgewichtslagen herleiten lassen. 
Aus Gl. (14) folgt, nach Ausfiihrung geeigneter partieller Integrationen, bei Be- 
achtung von Gl. (11): 


a 8U = — [PP ye 6b + Pay nie + Pin Oli 9 + Pua S05 + Pay Oita x + Pas 8p 2] + 
+ 2 wm [Ex (062 x — 68; x) +2 (Ons — 8m z) + Cn (Slo x — 8012) + 
+ 0? bu (Ex? + yx® + Ce? —1) + 2h ew (Ere Oe t+ ms Ome tore liz) + 
+ 2 dee (Eo' 0822 +22’ Snax + Cox’ do.x)}-+ feet (Ay Ey)’ 88, + (Ay ny’ On + 
+t (A, 4°)’ 3Ey + (Aa Sa')’ 5a + (Aa 270’) Otte + (Aa Se')’ 602] — 2 As [Eo — 41) (68, — 881) + 
+ (2 — 1) (Om, — Om) + (Sa — 21) (002 — 00y) —- BA, (E1'? + yy’? + C,"* — 1) — 


peer oe et) OAs (BEL ela ea i de — 0. (16) 


Hierin bedeuten die Striche Ableitungen nach o, waihrend der Index # die Werte 
am Ende der Holme (co = 1) bedeutet. 


Es miissen nun alle Koeffizienten der Linearform der neun Variationen 066&,, 


6y,,..-, 6A; des Integranden verschwinden. 
Dies liefert folgende Gleichungen: 
(Ay &y')’ + As (E2 — &:) = 9, (17a) 
(Ar m1)’ + As (y2— 11) = 9, (17b) 
(Ay oy’) + As (2 — 01) = 9, (17¢) 
(Az &2')’ — As (2 — $1) = 9, (18a) 
(Az %2')’ — As (Nz — m1) = 9, (18b) 
(Az 2’)’ — As (So — 61) = 9 (18¢) 


Ferner ergeben sich durch Nullsetzen der Koeffizienten der sechs Randwertvariationen 
6&, x bis 66, , folgende Gleichungen: 


Pye t2hehig — 2h (Son — S12) = 0, (19a 


) 
Py t+2heme —24 (Ye — Mx) = 9, (19b) 
Py t+ 2An lin’ — 2u (Con — fiz) = 9, (19¢) 
Pog +2 don bon +2 (Son — 612) = 9, (20a) 
Poy + 2dgeteag +2 (22 — M12) = 9, (20b) 
Py t2hon low +2u(Com— iz) = 9. (20c¢) 
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Addiert man (19a) zu (20a), (19b) zu (20b) und (19c) zu (20¢), so ergibt sich: 
R,+2hpéin + 2hu fax =9, 
R,+2Aemn +2Apner = 9%, | (21) 
R,+2Ayplin +240 fon = 9, 
mit: 
he Pig t Pek, 
Ry=Piyyt Psgpiiveg (22) 
hk, ad Ps ae Py. | 
Subtrahiert man (19a) von (20a), (19b) von (20b), (19c) von (20c), so erhalt man: 
Sp+2 (gz éon — Ain biz’) + 4u (Son — S12) = 9, } 
Sy+2(geten —Aemn) +44 (%22— Mz) = 9, (23) 
S,+2(Agplow —Are fin) +44 (Com — C12) = 9, J 
mit: 
Si hag = Eves } 
S,= P.,—Piy, (24) 
S, = Ps, i Leo 
Damit ist ee symmetrische Darstellung erreicht. Addiert man (17a) zu (18a), 
(17b) zu (18b) und (17¢) zu (18c), so folgt, nach einmaliger Integration, bei Bertick- 
sichtigung von (21): 
Ry +24, &' + 2A, &' = 0, 
Ry + 2A ny + 2d272' = 9, (25) 
RK, +24, Cy’ +2A,¢,'=0. 
Die GréBen &,', 71’, 6,’ baw. &4', 72’, €.’ sind Komponenten von Hinheitsvektoren 
in Richtung der Tangenten an die Holmkurve 1 bzw. 2 im Sinne von wachsendem o. 


Die Gln. (25) sind demnach Gleichgewichtsbedingungen, und man kann die GréoBen 
(— 24,) und (— 24,) als Zugspannungen in den Holmen deuten. 


Aus den Gln. (11) erhalt man, wenn man einmal durchdifferenziert und dann der 
Reihe nach mit é, 7, ¢ multipliziert, nach Addition, bei Beachtung von Gl. (12), 


EE tomy +00,’ =F bo + +0: Cy = cosy. (26) 
—, 7, ¢ sind die Komponenten eines Einheitsvektors in Sprossenrichtung, von Holm 1 
zu Holm 2 orientiert. y bedeutet den fiir beide Holmkurven gleichen Winkel, den die 


Tangenten an die Holmkurven in Punkten mit gleichem o mit der sie verbindenden 
Sprosse einschlieBt. 


Es 1éB8t sich nun, am raschesten durch eine zusiitzliche statische Betrachtung, 
eine Beziehung zwischen A, und 4, herstellen. 


Wegen des ee ene zwei durch eine Sprosse verbundenen Knoten 
mu gelten: ae (2 A, sin y) = 0 und =~ o (a A, sin y) = 0. AuBerdem mu die Summe 
der 4 Fadenspannumgskomponenten i in der Sprossenrichtung fiir jedes Knotenpaar 
verschwinden: a [2 (Ay + Ag) cos y] = 0. Eliminiert man y aus diesen Gleichungen, 


so erhilt man: /,' +A,’ =0, ode r 


A, + A, = konst. (27) 
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Aus Gl. (25) und (11) erhalt man: 


b= nh (— 5 R.— a Ae’), 
nm! = ns ma (— = By «Aan'), (28) 
Renee cane) 
&,' = meE(- > Re ta A, é’), 
wo aea (aR teks) ae 


=s57(-3 ules + «A,'). 


Fihrt man Gl. (28) und (29) in die peat as * (17) und (18) ein, so erhalt 
man, bei Beachtung von Gl. (27) nach einfacher Umformung: 


[4 A Ry — x Ay Ags!) +0 (Ay + de) Ag = 0, (30a) 
tea. — a Ay Ayn’) + (Ay + Ay) Aan = 0, (30b) 
(25* elo aia: dat’) +0 (Ay + da) Ago = 0. (30¢) 


Durch Quadrieren und Addieren der Gl. (28) bzw. (29) erhélt man, bei Verwendung 
von Gl. (7) und (8) 


(A, + Ag)? = of A? (E"? + yn"? + C"*) + ad, (Raf + By’ + 8,0) + TR, (31a) 


=r9 , , , 1 
(Ay + Ag)? = 0? A? (6? + 9? + 0?) — 0 A, (Ree + Ryn’ + RC’) + ZR? (31d) 
mit 
R2 = ReZtR?+ R. (32) 
Daraus ergeben sich die Beziehungen: 
(Ay + Aa) — 7 Bt 
One ar a8 eG) 
Ryf + Ryn’ + Ro 
oe ls oe it Sa 
Fiir die weitere Behandlung wihlen wir ein spezielles Koordinatensystem. Wir 
setzen R +0 voraus und lassen die z-Achse in die Richtung der Resultanten der 
eingeprigten Krafte R fallen. Dann wird Rk, = R, = 0, Rk, = R und die Gl. (31a), 
(31b) und (31c) nehmen bei Beachtung von (27), (33) und (34) folgende Formen an: 


Ay Ag 


(33) 


As a Ax — (34) 


@-&" — G's! =F GE, (35a) 

D+ 9’ —O' +n =F - Oy, (35b) 

2 (G6 — OC) =F BE, (35¢) 

an D = £2 +2 + 072, (36) 
spr tisee errata) Say (37) 


1 
(Ay + 2)? sca Re 


1 
(dy + Aq)? RE 


a a (i; + hy = konst. (38) 
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Multipliziert man (35a), (35b) und (35c) der Reihe nach mit &, , € und addiert 
die 3 Gleichungen, so erhalt man wegen Gl. (9) und (36): 


16-6" — OC) =F 


und daraus, wegen Gl. (35c), wenn man ® + 0 voraussetzt: 
1 
He eet 
Fiihrt man diesen Wert in die Gl. (35a), (35b) und (35c) ein und multipliziert 
sie der Reihe nach mit é’, 7’, ¢’ und addiert, so erhalt man wegen Gl. (12) und Gl. (36) 
nach einfacher Umformung: 


(39) 


Dp’ PE ME 
== ; ’ (40) 
= C2 
1— k 
Diese Differentialgleichung hat die Lésung: 
& = o{1 —(1— K) 2}, (41) 


worin «w? eine Integrationskonstante bedeutet. Fir w? + 0 kann @ nicht Null werden, 
da nach Gl. (33) fiir Zug in beiden Holmen (A; + le)? — 7 P > 0 und daher 
0 <K <1 sein muB, wihrend nach Gl. (12) 0 <4? <1 ist. 

Setzt man die Werte (39) und (41) in (35a), (35b) und (35c) ein, so folgt: 


De a 
gr 4p PEE gti, (42a) 
oe 
re Ke 
2 Pa 
ies | eee wn = 0, (42b) 
poke 
ai 2 - £72 
NS a ac = 8: (42c) 
CE es, Sk 
1—K ¢ 


Gl. (42c) enthalt nur die Variable ¢. Wegen ¢” = > a ist sie eine lineare 
Differentialgleichung fiir ¢’*. Die Losung fiir ¢’ lautet: 


aS 1 
Hierin ist A eine weitere Integrationskonstante. Man erhalt aus (43) 
dt 


Bagh RRSP [ella aie ees 
V4 (pe 8) ee) 
¢ ist also eine elliptische Funktion von o. Um é und » zu berechnen, miiBte diese 


elliptische Funktion in die Gln. (42a) und (42b) eingesetzt werden, so daB die weitere 
Behandlung mathematisch sehr schwierig wird. 


Wir beschranken uns daher auf einfacher zu berechnende Spezialfalle. Aus Gl. (420) 
erkennt man, dafi ¢ = 0 eine Sonderlésung darstellt: 


Gln. (42a) und (42b) gehen dann iiber in: 
Bit gk ee a (44a) 
7" + a7 =0 (44b) 
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mit den fiir w + 0 geltenden Lisungen: | 


&=0,, coswo + C,,sinwo, (45a) 

"7 =C,, coswo + C,, sinwo. (45b) 
Aus Gl. (12) folgt dann & + 7? = 1 und daher ist: 

Cy? + Cy? = C2? + C,,? = 1, (46a) 

Cy Cy, + Co, Cy, = 9. (46 b) 


Wegen ¢ = 0 miissen bei dieser Lésung alle Sprossen parallel zur x-y-Ebene liegen 
und wir wihlen die a-Achse speziell so, daB sie in die erste (festgehaltene) Sprosse 
fallt. 

Es gilt dann: fir c=0...€=1, 7 = 0. 

Damit liefert (45a) und (45b): Cj, = 1 und C,, = 0. Aus (46b) folgt dann: C,, = 0 
und aus (46a): C,.=1. Damit erhilt man aus (45a) und (45b) 


& = coswoa, (47a) 
7H =snoo, (47b) 
b=0. (476) 
Aus Gl. (41) ergibt sich: 
@ = EP 4 H'2 467% =, (48) 
Aus Gl. (34) erkennt man: A, — 2, = 0; wir setzen’ also wegen (27) 
Ay =A, = 4 = Konst. (49) 
Die Holmspannungen sind nun gleich groB und konstant. Aus Gl. (33) und (48). er- 
gibt sich fiir A: R 
A=G@) (50) 


(Das obere Vorzeichen entspricht der Druckspannung in den Holmen.) 
Durch Integration der Gl. (28) und (29) erhalt man, bei Beachtung von (47a), 


(47b) und (47c): ae 
= — 7 coswa, | 
= —-;sin wo, (51) 
R | 
a ea Te a 
Te > COS WO, | 
i = > sin wo, (52) 
R 
Es = — “£5 Oo. | 
Die Bedingungen Gl. (7) und (8) sind erfiillt. AuBerdem sind die Integrationskonstanten 
so bestimmt, daf fiir o=—0 §, = —-> ny = 0, =0 und é5= e Ng = by = OF Ist: 


Die Holmkurven sind also Schraubenlinien, deren Achse mit der Resultanten R 


der eingeprigten Krafte zusammenfallt. 
Die Gln. (23) lauten fiir diesen Spezialfall: 


S,—2Aawsino +4u0cosw = 0, (53) 
| S,+2Aaxocosa+4yuasina = 0, (54) 
go (55) 
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Gl. (55) ist eine notwendige Bedingung fiir die Lésung ¢ = 0. Die aiuBere Belastung 
besteht in diesem Fall aus einer Kraftschraube, deren Achse mit der Achse der 
Schraubenlinien der Holmkurven zusammenfallt. Schreibt man nun: 


S=V8S2+ 8,7 (56) 

+ 
und setzt Se (57) 
S, = S "sin B, (38) 
so ergeben sich aus den Gln. (53), (54) und (55) bei Beachtung von (50) die Bezie- 

hungen: R CxO) 
i —o)= —, 59 
sin (8 — 0) = 3 es (59) 
+ 

S 

w= — Fy 00s (B — 0). (60) 


2 : : 
Die Gl. (59) ist eine Eigenwertsgleichung fiir w. Da |w| <— sein mu, gibt es 


fiir « + 0 nur endlich viele Eigenwerte (Gleichgewichtslagen). Ihre Anzahl hangt 
wesentlich vom Format der Strickleiter ab. Je gréBer ihre Lange wird im Verhaltnis 


zu ihrer Breite, desto mehr Gleichgewichtslagen sind bei gegebenem = und # méglich. 
In Abb. 1 wurde fiir die angegebenen Festwerte von «, _ und # die Eigenwerte auf 
graphischem Weg ermittelt, durch Auftragen der Funktionen sin (6 — w) und 
R 


rs aw 
S //4— ow 
Ks sollen noch zwei Sonderfalle untersucht werden. Zunachst fragen wir nach der 
Gleichgewichtsform fiir R +0. In diesem Fall ist nach Gl. (50) entweder 4 = 0, 
das heiBt die Strickleiter wird spannungslos, oder wm nimmt den speziellen Wert 


in Abhangigkeit von o. 


2 2 


an (# kann nur die beiden Werte 
+1 und —1 annehmen). Wir 
wollen nur den letzteren Fall be- 
handeln. 

Die Gl. (47a), (47b) und (47c¢) 
ergeben dann 


Abb. 1. Ermittlung der Gleichgewichtslagen fiir 


it as 5 
Ce ay pe a7 ia 3 und Kennzeichnung der Art y= Osi (= oc), (62) 
des Gleichgewichtes ape 
f= 
Die Gl. (51) und (52) gehen iiber in: 
= 5 cos { a), 
n= — > 0 sin (= 0), (63) 
Cy a5 ’ 
— “gy Cos ( a), 
(64) 
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Hier liegen die Holmkurven auf einem Kreis vom Radius — Damit wird aus Gl. (53) 
und (54), bei Verwendung von (57) und (58): 


Scos 6 —4Asin(—) + 4.0 cos =)=0, (65) 
Ssin 6 + 448008 (=) + 4) x Osin (=) = 0, (66) 
Daraus ergibt sich: 
2 Sy, 2 
= jsin(op — =), (67) 
S 2 
k= — = ,-c0s(06 — =}. (68) 


Da nur Zugspannungen in den Holmen auftreten diirfen, mu8 also sin (9 p— =) <0 


sein. Ist dies weder fiir ® = + 1 noch fiir ® = — 1 zu erreichen, dann ist nur der 
spannungslose Zustand méglich. 

Ein zweiter Sonderfall liegt fiir # = 0, R + 0 vor. Fiir ihn lauten die Differential- 
gleichungen (44a) und (44b) &’ = 7'’=0; und ihre Lésungen: & = ¢,, 6 + 4, 
H = Cg, F + Cyo, € = Cy, 0 + Cgo. Wegen der Randbedingung am festgehaltenen Ende 
und wegen Gl. (12) ergibt sich die Lésung: 

Aus den Gl. (28) und (29) erhalt man schlieBlich, bei Beachtung der Randbedingungen 
tur 9 = 0: 


& area > Oo, 
fp eae (70) 
Cy — 05 
1 
&, = oy a, 
Ns = i: (71) 
Ca Ss 
Die Strickleiter hat also nun die Form eines Rechteckes. Aus Gl. (50) erhalt man: 
R 
A=—3- (72) 
Die Gln. (53) und (54) gehen, bei Benutzung von (57) und (58) tber in: 
4 aN 
Scos Bp + 4u« : (73) 


Ssin 6 = 0. 
Fir S + 0 besteht also nur Gleichgewicht entweder fiir 6 = 0 oder fiir 6 =z. Es 
ist demnach: 


cos B= +1=0 (74) 
und ue 
peas (75) 


V. Stabilitatsuntersuchung 


Um zu entscheiden, welche der gefundenen Gleichgewichtslagen stabil sind, gehen 
wir von der zweiten Variation nach Gl. (15) aus. Nach Durchfiihrung geeigneter 
partieller Integrationen erhalt man, bei Verwendung von Gl. (11): 
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He 8 U = — {ou (En* + de® + O52) + 2 0? Ou (Ex On +n One + bn On) + 
+ Ayn (081 6649 + Onn’ ONE + 601 7° 061 x’) + Ag wz (082 2 O82 x’ + One 2 ON2 x Sis 


1 
+ 60. 7 00> x’)} 3+ [eta 1 08;')’ OE, + (Ay Oy’)! Oy + (Ay 60y')’ 604] + [(Ag 08 0')’ 085 ++ 
+ (Ag d9')' ON. + (As 0£9')’ 664] — Az [662 + én, + 0C/? 4 6€,7 + dng? + OC? 
— 2 (08, 6&, 4 On, Ong + 66, 0Ce)] + 2 Ay (E1' 0&1’ + yy’ Ong’ + Cy! 604): + 
+ 2 dA, (€5' 6g,’ + Ne One + Cg Oa ba cor OAs (E 0& + On +¢ 6¢)} do. (76) 


Durch Nullsetzen der Koeffizienten der Linearform in 6£,, 67,, 6€,, 6&, 672, 662, dA, 
dA, OA, im Integranden von Gl. (76) erhalten wir die Jacobischen Gleichungen des 


Sekundirproblems. “bee = i se, pny 6 (77a) 
(Ay Omy')’ + As (On, — On) = 9, (77b) 
(Ay 6¢y')’ + 3 (00, — 6¢,) = 9, (77¢) 
(Az 0&9')’ — As (0&2 — 0&;) = 0, (78a) 
(Ay O179')’ — As (Onj2 — Om) = 9, (78b) 
(Az 009')’ — Ag (C2 — 6C,) = 9. (78c) 
6.0 + 04 +€ 06 = 0, (79) 
Ey" 6&)) + my’ Oyy' +0,’ 6Cy' = 9, (80) 
Ey’ OE’ + 12’ Ons’ + Co’ OL’ = 0. (81) 


Wie der Vergleich von Gl. (77) und (78) mit den Gl. (17) und (18) zeigt, gelten fiir 
6&,, 671, 601, 4&3, dng, dC, dieselben Differentialgleichungen wie fiir die GroBen &,, 7, 


Cis $2, Na, Co. 

Wir wollen diese Gleichungen nur fiir den Spezialfall der schraubensymmetrischen 
Lésung weiter behandeln. Hier gilt 2, = A, = 4 = konst. und wie der Vergleich 
von (30a) und (42a) lehrt: dg ie ae 

Subtrahiert man (77a) von (78a), (77b) von (78b), (77c) von (78c), so erhalt 
man, bei Beachtung von (82) und (11): 


(88) + w 8 = 0, ) 
(6) + w? dy = 0, (83) 
(0C)’ + @? 6¢ = 0. 


Fir w + 0 erhalten wir daraus, da 6&, 67, 6¢ fiir o = 0 verschwinden miissen: 


6& = ¢, sinwo, (84a) 
dn = €,8in wo, (84b) 
6¢ = e,8iN@ oa. (84c) 


Hierin bedeuten ¢,, ¢,,¢, sehr kleine Festwerte. Aus Gl. (79) folgt dann, bei Ver- 
wendung von (47a), (47b) und (47c): ¢, sinwo-coswo + s,sin?@o—=0. Da diese 
Gleichung fiir alle o zwischen 0 und 1 gelten muB, folgt: «, = «, = 0. Es ist also: 


6& = 0, | 
on = 0, ° (85) 


0¢ = esinwo, 


wenn man ¢, = € setzt. 
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Addiert man (77a) zu (78a), (77b) zu (78b) und (77¢) zu (78c), so ergeben sich 
die Gleichungen: 


6," ae 6€,"" ac 0, én,” at dns” =_ 0, aay th ta ash 
Da fiir o = 0 die 6€,, dn, 6£,, d&,, 6m, Cy verschwinden miissen, folgt: 
0g, -- 0&, — V1 0; | 


6m + ON, = V2, (86) 
0¢, + 60, = 39. | 


Auch hier bedeuten »,, »,, v5 sehr kleine Festwerte. Aus (86) und (85) folgt dann, 
bei Beachtung von Gl. (11): 


0g, —— "> "2 0, 
1 
On = 529 (87) 
bo 1 . 
005 = 5 ("36 — wesinwo). | 
1 
1 
ona= 500, (88) 
1 


Fiihrt man diese Werte in die Gln. (80) und (81) ein, so erhélt man bei Verwendung 
der Gln. (51) und (52): »,=»,=0, my = ee, Damit nehmen die Gln. (87) und (88) 


die Form an: 


0g, — 0, 
eR 
OI = 45 % (89) 
6¢, = — <F-sinwo. 
jee 0, 
fol disy 
On, = 4A ° (90) 
o4 


OC = sin wo. 


Fiir die zweite Variation verbleibt gema8 Gl. (76), bei Beachtung von Gl. (79), 

der Ausdruck: 
SI OU = — {o? uw (bE? + Onn? + OCn*) + A (081 x O81 e + Om x Om pot 00,900, 2 + 
+ 6&5 » 6&9 % + Oe %* Oz x + 502° Ole x’)}- (91) 


Fiihrt man hierin die Werte von Gl. (85), (89) und (90) ein und ersetzt 2 und mu 
durch die Ausdriicke (50) und (60), so ergibt sich: 
aS 


‘ m2 ee a rey, sg ht eo 99 
ape ge OE w) sito +7 )/4 BOD He a eee EO (92) 
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Bei stabilem Gleichgewicht muB der rechts stehende Ausdruck positiv sein. Hebt 
man den stets positiven Ausdruck al 4 — x2@? heraus, so verbleibt, wenn man 
+ 
Gl. (59) verwendet, das folgende Stabilitatskriterium: 


S sin Bf: sino 
+ 


Die in Abb. 1, ermittelten Gleichgewichtslagen wurden gema8 Gl. (93) auf ihre 
Stabilitit untersucht und das Ergebnis in der Abbildung festgehalten. 


An dem Strickleitermodell von Wunderlich konnte die Giiltigkeit von Gl. (93) 
nachgewiesen werden. 


Es sollen nun noch die Stabilitatsverhaltnisse fiir die Sonderfille R—-0O und 
2 

w = 0 untersucht werden. Nach Gl. (61) wird im ersten Fall, fir 1 + 0, a=0—. 
Demnach liefern die Gln. (85): 

oc = 0, 

on = 0, (94) 

Es 2 
6¢ = Vesin (= 0). 


Aus den Gln. (87) und (88) ergibt sich: 


6&5) oT VG, 

én, = & Vo 0; (95) 

ce = - I o—eadsin (=0)| 

065 = V1 0, 

Ons = = Vo 0, (96) 
1 


Der Unterschied gegen friiher besteht nun darin, daB hier nach Gl. (63) und (64) 
C¢, = ¢, = 0 ist. Fuhrt man also die Werte nach Gl. (95) und (96) in die Bedin- 
gungen (80) und (81) ein, so ergibt sich: », = 7, = 0, wahrend », = » offen bleibt. 
Man erhalt damit: 


6&; = 0, 

a (97) 
OC, =+ po — oe sin (= a). 

of = 0; 

Chace 0 (98) 


bly = 3 yo + wesin(— ol]. 


Trigt man die Werte in Gl. (91) ein und beachtet die Ausdriicke (67) und (68), 
so ergibt sich: 


1 oy = 25 |asin(2) sino 6) +(2)sin(ap—2)). (99) 
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2 
Da hierin = jeden beliebigen positiven Wert einschlieBlich der Null annehmen 


kann, ist hier die Stabilitiét an das Bestehen der beiden Bedingungen gekniipft: 


sin (=) - sin (9 8) > 0, 
sin (8p —— ae 
pa )> 0. 


Im Modell 1a8t sich dieser Fall allerdings nicht iiberpriifen, da er sich wegen der 
Undurchdringlichkeit der Sprossen nicht realisieren liBt. 


Im Sonderfall @ = 0 gelten nach Gl. (83) die Differentialgleichungen 
(0&)" = (6n)" = (00)" = 0. 


Da fir o—0 6& = dn = 6 = 0 ist, lauten die Lisungen: 6 = ¢,0, én = & 0, 
0¢ = e,0. Wegen Gl. (79) ergibt sich, bei Beachtung von Gl. (69): ¢, = 0 und damit 
6& = 0. Es gelten ferner auch hier die Gl. (86). Es ergibt sich daher, bei Beachtung 
von Gl. (11): 


. is 1 1 
6g, = 9 1 9 ony =F (% —a&)o, dC; Sg (Vg OX &3) 0; 


1 1 1 
062=3"1 0, Ons = 3 (2 + & &) @, Of. = 5 ("s + & &3) 0. 


Die Bedingungen (80) und (81) fiihren auf »; = 0, ¢, = 0 und 
damit auf: 
OL, = oC, = 0. 


Setzt man diese Werte in die GI.(91) ein und beachtet die 
Gln. (72), (73), (74) und (75), so erhalt man, wenn man 


1 
z (v2 + v2) = und ¢, =e setzt: 


1 S R a? R 
a7 8U =8(0 52 +48) pn 


Da 2 unabhingig von < ist, wird 6?U am kleinsten fir 
y2 — 0 und man erhilt das Stabilitatskriterium: 


Pt 50. (101) 


Nun ist fir 8 =0 #=+1 und fir B=a2 ¢@=—1 um 
setzen. Fiir 6 = 0 besteht also immer Stabilitat, fir 6 =x 
jedoch nur dann, wenn: 


Abb. 2. Gleichgewicht 
1 und Stabilitaét fiir den 


R 2 
Se ae Fall o = 
ee = all a = 0 


ist. Das bedeutet, daB sich die Wirkungslinien der beiden eingepragten Krafte, die 
an der rechteckigen Strickleiter nach Abb. 2 angreifen, in einem Abstand vom 
Angriffspunkt schneiden miissen, der groBer ist als die Lange der Strickleiter. 


(Hingegangen am 9. Marz 1956) 
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Zur Bestimmung bogengleicher algebraischer Kurven 
zu Beginn des 18. Jahrhunderts 


Von J. E. Hofmann, Ichenhausen 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Joh. Bernoulli bestimmt (1702, Druck 1705) durch beriithrende Parallel- 
verschiebung einer starren ebenen Kurve langs einer festen Kurve bogengleiche algebraische 
Kurven verschiedener Gestalt; Leibniz leistet Gleiches (1704) durch Spiegeln einer Geraden- 
schar an einer festen Kurve. AuBerdem nahert B. vermittels seines Verfahrens (1707) den 
Ellipsenumfang iterierend durch Kreisumfange an und entwickelt hieraus eine mit der Kreis- 
teilung zusammenhangende Konstruktion; ferner findet er schrittweise Naherungskonstruktionen 
zur Arkuifikation emer Strecke. 


1. Um das Jahr 1701 wurde Joh. Bernoulli, der damals in Groningen lehrte, 
von einem uns unbekannten niederlindischen Mathematiker aufgefordert, ein Ver- 
fahren anzugeben, vermittels dessen sich algebraische Kurven finden lassen, die mit 
einer gegebenen bogengleich sind, jedoch gestaltlich von ihr abweichen. Bernoulli 
interessierte sich fiir das Problem, da er in den vorhergehenden Jahren schon des 
éfteren tiber die Rektifikation algebraischer Kurven veroffentlicht hatte’. Er fand 
eine sehr anschauliche bewegungsgeometrische Methode — den sog. motus reptorius — 
und stellte das Problem im Friihjahr 1703 zur allgemeinen Diskussion?. Losungen 
erwarte er bis zu Anfang des Jahres 1704. Im Mai 1703 machte er Leibniz brieflich 
auf das Problem aufmerksam? und deutete an, daB er ein allgemeines Verfahren be- 
sitze, worin friihere Ergebnisse* als Spezialfaille enthalten seien. Er koénne etwa die 
Rektifikation sehr komplizierter Kurven auf die der Ellipse oder Hyperbel zuriick- 
fiihren. 

2. Leibniz antwortete®, er konne das Problem auf zahllose Weisen losen und ver- 
mute, es handle sich um eine bedeutende Angelegenheit. Nun erbat Bernoulli das 
Verfahren Leibnizens, um es mit seinem eigenen vergleichen zu kénnen®, und erhielt 


Verwendete Abkurzungen : 


B = Joh. Bernoulli: Opera I, ed. G. Cramer. Lausanne/Genf 1742. 
C= G4. G. Leibniti et J. Bernoulli Commercium philosophicum et mathematicum IT: ed. G. F. 
M. M. 8S. de Castillon. Lausanne/Genf 1745. 
L = Leibniz: Mathematische Schriften III, ed. C. I. Gerhardt. Halle 1856. 
L’ = Leibniz: Mathematische Schriften VII, ed. C. I. Gerhardt. Halle 1863. 
AK = Acta eruditorum: Leipzig seit 1682. 
JS = Journal des scavans: Paris seit 1665. 
MB = Miscellanea Berolinensia I: Berlin 1710. 
PT = Philosophical Transactions: London seit 1665. 
B/L = Brief von Bernoulli an Leibniz, L/B = Brief von Leibniz an Bernoulli. 


1 AE VIII 1695 (B, S. 142/44): Bestimmung zweier Kurvenbégen, deren Summe oder 
Differenz durch einen Kreisbogen gemessen wird. — AE VI 1698 (B, S. 242/49): Algebraische 
Bestimmung von Bégen einer gegebenen Parabel, die in gegebenem ganzzahligem Verhiltnis 
stehen. — AE X 1698 (B, 8. 249/53): Wird eine ebene Kurve aus y(a#) gegeben und ihrem 


x 

laufenden Punkt P (aw; y) der Punkt JT f =O) Beale je NI fe = | y¥ dx] zugeordnet, dann 
a 

wird die Summe der von P und JI beschriebenen Bégen durch den Ausdruck a \1 + ye ge- 

messen. 

JS Nr. 7 vom 12. II. 1703 (B, S. 406). 

B/L, 5. V. 1703 (L, 8. 718/20). 

Gemeint ist das Ergebnis der Abh. AE VIII 16951. 

L/B, 3. VIL-1703 (C, 8: 93 = L, S, 721), 

B/G 29. EX OS N(ayeeer2d)e 


no 


on Fe & 
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eine Skizze’, die mit einem friiheren Ergebnis Tschirnhausens® und dessen Weiter- 
bildung durch Leibniz? zusammenhingt: Leibniz nimmt an, da® in der Ebene drei 
Kurven I (laufender Punkt A), 8 (laufender Punkt B) und € (laufender Punkt C) 
liegen. Schneidet sich die Tangente des Punktes A auf mit der Tangente des 
Punktes B auf 8 beziiglich so in C, da® die eine Halbierende des x ACB den Bogen 
beriihrt, so gilt entsprechend fiir eine andere Lage zusammengehoriger Punkte A’, 
B',0': AC +CB+ BB = AA’ + A'C' + C'B', also AA’ — BB = (AO + OB) — 
— (A’C’ + C’B’). Sind die Kurven % und % algebraisch rektifizierbar, so ist also 
die Differenz ihrer Bogen 4A’ und BB’ geradlinig ausdriickbar. Ist AC + CB — 
= A’'C’ + 0’ B’, dann sind die Kurven & und 8 bogengleich aufeinander bezogen. 


Bernoulli kam mit dieser Andeutung nicht sogleich zurecht!, erhielt von Leibniz 
die nétigen Erginzungen iiber die Konstruktion von 8 aus gegebenem ", hatte 
aber noch mancherlei recht wohlbegriindete Bedenken??. 


3. Inzwischen hatte der Schotte Craig, der sich schon seit 1685 unablissig mit 
Problemen der algebraischen Integration algebraischer Funktionen beschiiftigte*, 
eine Lésung des Bernoullischen Problems versucht™, die jedoch nur spezielle Falle 
in sich schlieBt. Craig geht aus von einer algebraischen Kurve 7/(€), setzt 
da® + dy? = d& + dy? und dx = dé — y(é) dé und bestimmt ¢(€&) so, daB sich dx 
und dy integrieren lassen. Sein Aufsatz gab Bernoulli den erwiinschten AnlaB zur 
Mitteilung seines eigenen Verfahrens®. Er setzt voraus, daB in der Ebene eine feste 
algebraische Kurve &, mit dem laufenden Punkt P, (x,; y,) gegeben ist, an der eine 
starre, jedoch als Ganzes bewegliche algebraische Kurve ®, mit dem laufenden 
Punkt P, (#2; ya) parallel zu sich selbst beriihrend verschoben wird. Dann beschreibt 
nach Bernoulli ein mit der beweglichen algebraischen Kurve fest verbundener Punkt P 
eine neue algebraische Kurve K mit dem laufenden Punkt J/ (&; 7), deren Bogen je 
nach Art der Beriihrung entweder gleich der Summe oder gleich der Differenz der 
entsprechenden Bogen auf &, und &, ist. Bernoulli gibt einen geometrischen 
Beweis. Wir gestalten ihn dadurch modern, da8 wir die kartesischen Koordinaten 


7 L/B, 3.1. 1704 (C, S. 102/03 = L, 8S. 732/34). Ein eingehendes MS, das jedoch nicht an 
Bernoulli ging, steht in L, 8. 734/36. 

8 Medicina mentis. Amsterdam 1686, S. 72 = 21695, S. 95, 98: In einer Ebene legen zwei 
Kurven ,, ,, um die ein lose geschlungener, véllig biegsamer Faden fester Lange von Punkt O, 
auf §, zum Punkt O, auf &, fihrt. Wird der Faden durch einen beweglichen Zeichenstift P ge- 
spannt und ist 7, der Beriihrpunkt des Fadenstiickes 7, P mit ®,, 7, der Beriihrpunkt des 
Fadenstiickes 7,P mit &,, dann halbiert die Tangente an den von P beschriebenen Kurven- 
bogen einen der Winkel zwischen T,P und T, P. 

9 AE I 1689 (L’ VII, 8. 329/31). Hier gibt Leibniz in der Ebene einen leuchtenden Punkt 4, 
eine spiegelnde Kurve $ und einen Punkt D. Es soll eine Kurve € so konstruiert werden, daB 
sich die von A ausgehenden Lichtstrahlen nach Spiegeln an 8 und € in D wieder vereinigen. 
Leibniz stellt fest, da& die Lange des von A ausgehenden und in D endenden Lichtweges, der 
aus einem dreiteiligen Streckenzug besteht, unveranderlich ist. 

10 B/L, 15. 1.1704 (L, 8. 738/39). 

11 L,/B, 20. I. 1704 (C, S. 108/09 = L, S. 741/42). 

2 B/L, 25. XI. 1705 (L, 8. 776/77) und 30. 1. 1706 (L, 8. 782/83). 

13 Verwiesen sei auf die Methodus figurarum lineis rectis et curvis comprehensarum quadraturas 
determinandi. London 1685, und auf den T'ractatus de figurarum quadraturis et locis geometricis. 
London 1693. Zur Entstehungsgeschichte der ersten dieser beiden Schriften vgl. J. E. Hof- 
mann-H. Wieleitner: Erste Versuche Leibnizens und Tschirnhausens, eine alyebraische Funktion 
zu integrieren, Archiv f. Geschichte d. Math., d. Naturw. u. d. Technik 18, 277—292 (1931). 

14 PT I/II 1704 = AE IV 1705 (B, S. 406/08). 

1 Aus B/L, 25. VII. 1705 (C, 8. 133/34 = L, 8S. 769) geht hervor, dafs Bernoulli das MS 
seines Aufsatzes kurz zuvor an die Schriftleitung der AE gesandt hatte. Der Beitrag erschien 
in den AE VIII 1705 (B, S. 408/24). 
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von P, und P, als Funktionen des Tangentenwinkels 7 auffassen und als mitgefihrten 
Punkt P den Ursprung des Koordinatensystems wiahlen, auf das &, bezogen ist und 
dessen Achsen parallel zu den Achsen des fiir %, verwendeten Koordinatensystems 
laufen. Dann hat JJ hinsichtlich der festen Ebene das Koordinatenpaar § = 2, + 2; 
N= Y1 + Yo eae 
Einleitend tibt Bernoulli scharfe Kritik an Craig, dessen Verfahren zu umstandlich 
und speziell sei. Dann wird das Leibnizsche Vorgehen mit allgemeinen Worten ge- 
schildert, jedoch bemerkt, daB die rechnerische Durchfiihrung nicht leicht méglich sei. 


4. Leibniz setzte sich gegen diese Ansicht Bernoullis brieflich energisch zur Wehr. 
Vor allem zeigt er!, wie sich die bogengleiche Transformation eines (singularitaten- 


freien) Bogens AB durchfiihren 1a8t, wenn sich die Tangenten a und b in dessen End- 
punkten in einem eigentlichen Punkt C schneiden. Er beschreibt die Ellipse durch C 
mit A und B als Brennpunkten, faBt diese Kurve als spiegelnd auf und 1a8t an ihr 
die Gesamtheit der Tangenten des Ausgangsbogens zur Reflexion kommen. So ent- 
steht eine Geradenschar, die den gesuchten Bogen umhiillt. Nebenher zieht Leibniz 
auch die Hyperbel durch C mit den Brennpunkten A und B in Betracht. Ein etwas 
eingehenderes MS?’, das urspriinglich zur Einreichung fiir die Acta eruditorum be- 
stimmt war, wurde unter dem Eindruck kritischer Bemerkungen Bernoullis'® zuriick- 
gehalten. Vor allem hatte Bernoulli zu beanstanden, dai Leibniz unndtigerweise 
die Spiegelung an einem Kreis hatte ausschlieBen wollen’?®. Leibniz wiinschte, neben 
den Allgemeinbemerkungen Bernoullis auch noch ein -iiberzeugendes Anwendungs- 
beispiel fiir den motus reptorius zu erhalten?®. Bernoulli fand sich gern dazu bereit??. 


Als feste Kurve wahlt Bernoulli die Ellipse Si Aue = 1; als bewegliche die 
2 
Ellipse 2 +4 = 1. Der Kiirze halber setzt er a? — 22 =? und erhalt 


&—g7-+h a: Var Oe n= Ota at: Vater + 64 a. 
Die entstandene Kurve mit 8 Scheiteln (octogibba) ist konvex und vierfach 
symmetrisch; sie hat 4 Scheitel in den Schnittpunkten mit den Achsen und vier 


andere in den Schnittpunkten mit den Winkelhalbierenden der 4 Quadranten. Sie 
umschlieBt den Kreis des Halbmessers a + 6, der sie in den 4 Scheiteln auf den 


Achsen trifft, und wird umschlossen vom Kreis des Halbmessers |/2 (a? + 62), der 
sie in den 4 Scheiteln auf den Winkelhalbierenden trifft. Der Umfang der octogibba 
ist das Doppelte des Ellipsenumfanges; folglich liegt dieser zwischen den Umfingen 
der Kreise des Halbmessers (a +b):2 und )/(a? +62): 2. Wird die so erhaltene 
Kurve als die feste Ausgangskurve angesehen, als bewegliche die um 45° verdrehte, 
dann entsteht durch motus reptorius eine 16-Scheitel-Kurve, die achtfach symmetrisch 


ist. Ihr Inkreis des Halbmessers a + 6 + )/2 (a? + 62) trifft die Kurve in 8 Scheiteln; 


der Umkreis des Halbmessers 2 Va +b + (at + 6 a? 6? + 6): 2 trifft die Kurve 
in den acht anderen Scheiteln. Dieses Verfahren, fiigt Bernoulli bei, lit sich fort- 
setzen und liefert eine Methode zur Anniiberung des Ellipsenumfanges, die der Archi- 
medischen fiir den Kreis durch ein- und umbeschriebene Vielecke entspricht, jedoch 
rascher zum Ziel fiihrt. 


16 L/B, 27. XII. 1705 (C, 8. 142/43 = L, 8. 778/79). 
17 1, 8. 779/81. 
18 Vor allem in B/L, 30. I. 1706 (L, S. 782/83) und 13. IIT. 1706 (C, S. 145/47 = L, 8. 785/87). 
19 Uber die Kinzelheiten vgl. B/L, 13. III. 1706 (C, 8. 145/47 = L, S. 785/87) und 11. IX. 1706 
(C, 8. 156/59 = L, 8S. 796/98). 
20 L/B, 3. X. 1706 (C, S. 160/61 = L, S: 801/02). 
21 B/L, 15.1. 1707 = MB (C, 8. 162/69 = L, S. 803/09 = B, S. 437/43). 
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5. Leibniz war von den Ausfiihrungen Bernoullis entziickt2. Er schlug vor, sie 
in den von ihm vorbereiteten ersten Band der Miscellanea Berolinensia aufzunehmen”, 
was Bernoulli gerne gestattete*. Bei dieser Gelegenheit wurden auch Ausziige aus 
einem weiteren Brief Bernoullis*® abgedruckt, die interessante Zusiitze enthalten. 
Bernoulli hebt hervor, da8 die Ellipse auch durch andere Figuren ersetzt werden 
k6nne, z. B. durch ein Flachenstiick, das durch Spiegeln eines zur Achse symmetrischen 
Parabelsegments entsteht. Auch hier soll die bewegliche Flache aus der festen durch 
Drehen um 90° hervorgehen. Bei dieser Gelegenheit kénne es vorkommen, da® die 
vom Mittelpunkt der beweglichen Fliche beschriebene Kurve auch Ecken erhalte 
und nicht durch eine einzige Gleichung beschrieben werden kénne, sondern aus 
kongruenten Teilbogen zusammengesetzt werde. 

Man konne die Ellipse sogar durch eine Strecke Ay 
ersetzen. Jetzt entstehe zuniichst als Mittelpunkts- 
ort der wandernden Strecke ein Quadrat, dann bei 
Parallelbewegung des um 45° gedrehten Quadrates 
lings des festen als Mittelpunktsort ein regel- 
ma8iges Achteck usw. Durch leichte Abainderung 
des eingeschlagenen Verfahrens erhilt Bernoulli 
eine spezielle Naherungskonstruktion fiir den Halb- 
messer r jenes Kreisbogens des gegebenen Zentri- 
winkels «, der einer gegebenen Strecke a gleich 
ist. Er begniigt sich mit der Schilderung seines 
Verfahrens; and Hand der Abb. 1, deren Bezeich- 4 4, 5,8 8b, 
_nungen gegeniiber dem Original etwas moderni- Abb. 1 
siert sind, habe ich gleich den Beweis erginzt. 

Bernoulli beginnt mit dem rechtwinkligen Dreieck OA,By), worin « der Winkel 
bei O und a = A,B, dessen Gegenkathete ist. Dann verlaingert er OB, bis B, so, 
daB OB, =OA,[=r, =a: sin «]. Hierauf halbiert er A,B, durch A, und bestimmt 
B, auf By B, so; dab OB, = OA; |=; = a: 28m |. Nun halbiert er A, B, durch 
A, und bestimmt B,; auf B,B, so, daB OB, = OA, & 7, = 0: 4s5in ya und setzt 


das eingeschlagene Verfahren fort. Ersichtlich ergibt sich nach unendlich vielen 
Sebritten OB =r = lim OB, ., = lim a: 2” sin os =e <., Im Grunde handelt es 
sich um die schon ada! Descartes (NachlaB) benutzte Methode zur Arkuifikation 
einer gegebenen Strecke*®. Bernoulli bemerkt erginzend, die Folge der Punkte A, 
liege auf einer Quadratrix des Deinostratos (mit der Gleichung r=ag:asing). 


Den fehlenden Beweis erginzen wir so: Ist O der Anfangspunkt und O B, die Achse 


22 L/B, 1. Il. 1707 = MB (C, 8. 171/73 = L, S. 811/12 = B, S. 444). Leibniz hatte es gerne 
gesehen, wenn Bernoulli auch den Fall gemeiner Zykloiden durchgerechnet hatte, deren Bégen 
ja — wie damals schon allgemein bekannt war — algebraisch ausgedriickt werden konnen. 
Bernoulli ging auf diesen Vorschlag wegen der von ihm richtig beurteilten erheblichen Rechen- 
schwierigkeiten nicht naher ein: B/L, 23, III. 1707 (C, 8.174 = L, S. 812). 

23 L/B,. 24. VI. 1707 (C, S. 178/79 = L, S. 818). 

24 B/L, 12. VIII. 1707 (L, S. 817/18). 

25 B/L, 23. III. 1707 = MB (C, S. 174/76 = L, S. 812/14 = B, S. 445/47). 

26 Bernoulli konnte dieses Verfahren aus den Opuscula posthuma physica et mathematica, 
Amsterdam 1701 = OHuvres X; ed. Ch. Adam-P. Tannery, Paris 1908, 8S. 304/05, kennen, auf 
die in L/B, 2. X. 1703 (C, 8S. 96 = L, 8S. 726) hingewiesen ist. Er nennt Descartes in seinem 
Brief nicht. — Das Bernoullische Verfahren wurde spéiter des 6fteren wieder aufgefunden, ohne 
daB man sich des Erstentdeckers erinnert hatte. Vgl. G. Loria: Curve prant speziale algebriche 
e transcendenti. Mailand 1902, 21919, 31930, deutsch von Fr. Schiitte, Leipzig/Berlin 71910/11, 


Bd. II, S. 27/30. 
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eines Polarkoordinatensystems, dann hat der Punkt A, die Polarkoordinaten 1, 


und 9; = one Also ist 7, = @,: 0«8in y,. Mit Recht betont Bernoulli, dafi seine 


Konstruktion des Grenzpunktes B besser ist als die tibliche bewegungsgeometrische. 
6. Der Druck der Miscellanea Berolinensia verzégerte sich?? und deshalb kam 
Craig nochmals zu Wort®*, ehe die neuen Bemerkungen Bernoullis verdffentlicht 
waren. Er glaubte, dessen Einwanden™ durch Umformung des Ausdruckes 
da? + dy? = d& + dr? 
entgehen zu k6nnen, indem er setzte 
dx = [(m? — n?) dé + 2mndn]: (m2 + n?); dy = [2mndé — (m? — n?) dy]: (m? +n’), 
Nun sieht Craig die Gro8en m und n als konstant an und kann integrieren. Daf 
sein Verfahren nutzlos ist und nur auf eine kongruente Bewegung des Koordinaten- 
systems hinauslauft, halt ihm Bernoulli 
in einem Schreiben vor2%, das an einen 
Horer Craigs, den Theologiestudenten 
W. Burnet, gerichtet ist. Dieser junge 
Mann war im Winter 1708/09 fir kurze 
Zeit bei Bernoulli zu Gast®°, wuBte sich im 
Friihjahr 1710 waihrend eines mehrwochi- 
gen Aufenthaltes in Hannover bei Leibniz 
angenehm zu machen*! und kehrte alsbald 
iiber die Niederlande nach London zuriick. 
Am 16. Marz 1712 wurde er dem Ausschuf 
Abb. 2 beigesellt, der den Prioritatstreit zwischen 
Leibniz und Newton entscheiden sollte. 
Das Schreiben an pee ging im Auszug an Leibniz, der den Abdruck in den 
Miscellanea Berolinensia veranlassen sollte. Spater hat Craig seinen Irrtum 6ffent- 
lich bekannt und die Einwadnde gegen Bernoullis Verfahren zuriickgezogen®. 


7. Als PS teilte Bernoulli in jenem Brief, dem das Schreiben an Burnet?® beilag, 
eine wundervoll einfache Konstruktion zur Annaherung des Ellipsenumfanges durch 
einen Kreisumfang mit®* (Abb. 2, Bezeichnungen modernisiert): 

Uber die Strecke B, B, =a +6 als Durchmesser wird der Halbkreis gelegt und 
sein Bogen durch fortnecctates Halbieren (Teilpunkte a B,; Bz ye oe Neha 


gleiche Stiicke geteilt. Die 2” — 1 Teilpunkte werden Bae aban Prk taeltey M der 
aneinandergelegten Ellipsenhalbmesser verbunden. Jetzt gehen von M 2” + 1 Strecken 
aus, die sich in zwei Gruppen scheiden. Die eine Gruppe umfaft die 2”-1 Strecken, 
die zu Punkten mit Indizes gehoren, deren Zahler ungerade und deren Nenner 2” ist. 
Ihre Summe werde mit ¢ bezeichnet. Die andere Gruppe umfaBt die Strecken a und b 
und dazu 2”-! — 1 weitere eis Die Summe dieser weiteren Strecken werde 


mit » bezeichnet. Dann ist (<3 ph p): 2”-1 der Halbmesser jenes Kreises, dessen 

a 7 L/B vom 25. III. 1709 (C, S. 212 = L, S. 839). 

28 PT III/IV 1708 = AE VIII 1710 (B, 8. 449/50). 

2° Brief vom 9. I. 1709, Auszug in MB (B, S. 451/52). 

80 B/L, 15. IV. 1709 (C, 8. 215 = L, 8. 840/41). 

$1 L/B, 6. VI. 1710 (C, S. 225 = L, 8S. 860). 

32 B/L, 15. IV. 1709 (C, S. 215/16 = L, 8S. 840/41). 

33 PT X 1710 = AE VII 17138; Auszug in MB (B, S. 452). 

4 B/L, 15. IV. 1709, PS = MB (C, S. 217/18 = L, 8S. 842/43 = B, S. 447/48). — Die tiefere 
Bedeutung dieses Verfahrens soll an anderm Ort dargelegt werden. (Zusatz bei der Korrektur.) 
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Umtang kleiner ist als der Ellipsenumfang; der Ausdruck q: 2"-1 ist der Halb- 
messet jenes Kreises, dessen Umfang gréB8er ist als der Ellipsenumfang. 

Leibniz, nunmehr im siebenten Lebensjahrzehnt und mit zahllosen Geschaften 
tiberhauft, hat nicht mehr die friihere Spannkraft. Es fallt ihm nicht immer leicht, 
den scharfsinnigen Gedankengiingen des im kriiftigsten Alter stehenden Bernoulli 
zu folgen. Was er vorbringt, stammt in erster Linie aus seinem groBen Hrfahrungs- 
schatz und ist nicht die Frucht laingeren Nachdenkens. Wenn er Bernoullis neue 
Entdeckungen lobt, dann ist das mehr als billige H6flichkeit; es ist richtig, wenn er 
dartiber urteilt: Sie verdienen es, nicht zugrunde zu gehen®, Wie schade, 
dafs sie — obwohl seit 1710 im Druck zugiinglich — doch beinahe vergessen sind. 


aS L/B, 25. TIT. 8709 (C,-S. 212 = L, .8. 839). 
(Hingegangen am 23. Februar 1956) 


Zur Losbarkeit der hyperbolischen Differentialgleichungen 
Von H. Hornich, Graz 


Zusammenfassung. Zu jeder hyperbolischen Differentialgleichung gibt es beliebig benachbarte 
Differentialgleichungen (das sind Gleichungen, deren entsprechende Koeffizienten beliebig wenig 
differieren), die tiberall, also in jedem Teilgebiet, unlédslich sind. 


Bei der groBen Bedeutung gerade der hyperbolischen Differentialgleichungen fiir 
die Anwendungen in Physik und Technik ist es von Interesse, daB es unter diesen 
solche gibt, die tiberall, das heiBt in jedem Teilgebiet, unlésbar sind, ja daB es sogar zu 
jeder hyperbolischen Differentialgleichung mit stetigen Koeffizienten beliebig ,,be- 
nachbarte Differentialgleichungen mit dieser Eigenschaft gibt. Diese Siatze, die 
sich an einige kiirzlich erschienene Arbeiten tiber Differentialgleichungen erster Ordnung 
anschlieBen, sollen hier etwas ausgefiihrt werden, wobei wir uns auf den Fall zweier 
Variabler beschranken. 

Sei G ein beliebiges Gebiet der xy-Ebene, dann gibt es stetige Funktionen @ (zx, y) 
auf G, so da die Differentialgleichung 


é é 

Fe P(E Y) Gy =F (ay) (1) 
fiir jede stetige und stetig nach y differenzierbare Funktion f in G unlosbar ist, und zwar 
sogar in jedem Teilgebiet G’ von G, in dem a nicht identisch verschwindet?. 


Die stetige Funktion gy kann dabei absolut genommen beliebig klein gewahlt werden. 
Durch eine einfache Transformation erkennt man ferner®, daB es zu jeder in G gleich- 
maBig stetigen Funktion y (x, y) und zu jedem ¢ > 0 stetige Funktionen 9 (2, y) 
mit |p — y| <« und der obigen Eigenschaft gibt. Diese Ergebnisse iibertragen wir 
nun auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Seien « (x, y) und f (a, y) stetig differenzierbar in G und o? + f? > 0, so ist mit 
einer Funktion 9 (x, y) der obigen Art die Differentialgleichung 


a é du ou : 
(Z— (0, 9) £)(« (9) Ge + Be) Fe) =O (ey) (2) 
in @ unlésbar fiir alle stetigen und stetig nach y differenzierbaren Funktionen 9, 


: Dies. ; : ; 
und zwar in jedem Teilgebiet von G, in dem a nicht identisch verschwindet. Nun 


ist (2) ausgefiihrt: 


1 Mh. Math. 59, 34—42 (1955); Rend. Sem. Mat. Padova 26, 160—164 (1955). 
2 Rend. Sem. Mat. Torino 14, 33—37 (1954/55). 
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Ou Ou Ou Jor dx \ ou op 0B \ Ou 
0 Se 4 (B— 09) sar — 0B gee + (Se — 0 ay) oe t (Ge — Pay) ay = 2% OD 
(3) 
also wegen 
ese 2 1 
— app— PZ = — Flap + hp S0 


eine hyperbolische Differentialgleichung, da «p+ in keinem Teilgebiet von G 
identisch verschwindet: ansonsten wire ja y dort eine stetig differenzierbare Funktion, 


was natiirlich nicht der Fall ist. 
Sei nun eine beliebige Differentialgleichung in G 


a Se 4 bee to Se td + ere = Play) (4) 
gegeben, wobei a, b, c, d, e, P gleichmaBig stetige Funktionen in G seien, mit 
ac—b? <0, ac+0 und inf |a| >0. 

Wir bestimmen drei Funktionen A, B und @ auf G, so dab 
a=-A, 2b6=B—A9®, c=—@OB, (5) 


was wegen 
a®@+2b@+c¢c=0 


reell méglich ist: es sind dann 


A=a B=b-VP—ac G=+(—b—-/P—ac) 
gleichmaBig stetig in G. 
Dann hat die Differentialgleichung (4) die Gestalt 
au Ou Ou ou ou 
Wir bestimmen weiter zwei stetig differenzierbare Funktionen «, 6 und eine stetige 
Funktion g wie in (1), so da8 mit einem ¢« >0 


|A—al.<e |B— Bl <e, .|O—9| <e (6) 
wird, und ferner zwei stetig differenzierbare Funktionen o, t mit 
00 Ou op 0 
9d] <e, Foe et <= 8c 
Dann ist die Differentialgleichung 
eu Ou Ou Ox Ox \ Ou 
page (B— 09) gar — 9B Ge + (Ge — 0a) ae + 
op op \ du ou ou 
+ (3s Poy |e =P + oe tt oy (7) 
nur dann in einem Teilgebiet G’ von G lésbar, wenn fiir die Lésung w von (7) in G@’ gilt: 
4) ou ou 
oy iP oes +r] =0, (8) 


also 
ou ou 
Lo Oe ae 


eine Funktion nur von 2 ist; dann aber ist in (7) gleichzeitig? 


a | ou du 
+B3_| =0 
pit by | ae PP oy (9) 
oO [. Ow ou ou ou 
0x oe + Bae) =P +o Soy 


8 Vi glela Gey watnirine Lis 
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Es miiBten also die Gleichungen 


0 7) 
bee thar = (x), 

Ou Ou (10) 
ta age wee 


zusammen bestehen; daraus ergibt sich fiir die Funktion / eine gewohnliche Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Funktionen von 2 und y sind; wir 
kénnen dabei die «, 8, o,t so wiihlen, da® die Lésung f nicht blo’ eine Funktion 
von x sein kann. 

Ks ist also (10) und damit auch (7) unlésbar und es gilt: 


Zu jeder hyperbolischen Differentialgleichung (4) gibt es beliebig 
benachbarte Differentialgleichungen (7) (das hei®t die entsprechenden 
Koeffizienten der beiden Gleichungen unterscheiden sich beliebig 
wenig), die iiberall, also in jedem Teilgebiet, unlésbar sind. 


So ist z. B. zur Schwingungsgleichung 


O7u a2u 
Bo ee Bye Q(x, y)  (w Konstante) 


die ihr benachbarte Gleichung 


Otu O*u 


Ou 
a PS a ocay. a Le 


tiberall unlésbar, wobei wir |w — g| <e wihlen kénnen. 


Bei der Konstruktion von Lésungen und bei Existenzbeweisen fiir die hyperbolischen 
Differentialgleichungen kommt man also nicht mit der Stetigkeit der Koeffizienten 
aus; es ist wesentlich, daB hierzu stirkere Eigenschaften, wie etwa die Differenzier- 
barkeit, vorausgesetzt werden miissen. 

(Hingegangen am 14. Februar 1956) 


Reibungsbeiwert und adiabater Wirkungsgrad fiir 
eine geradkegelig erweiterte Verdichtungsdiise (Unterschalldiffusor) 


Von C. Kimmerer, Wien 


Zusammenfassung. Die Verluste durch Wandreibung und Zahigkeit finden im Rohrreibungs- 
beiwert ihren zahlenmaéBigen Ausdruck. Im Falle der Verdichtungsdtise steht dieser Beiwert 
mit dem Wirkungsgrad der Verdichtung in Zusammenhang, wie in folgender Betrachtung naher 
ausgeftthrt wird. 


Allgemein gilt fiir ein wirmeisoliertes Rohr mit veranderlichem Durchmesser und 
fiir Gas als str6mendes Medium die Differenzialgleichung? ?: 


2Ad 
(wt — b) +2 (he — 8) = — ME (1) 


Ww 


Hierin bezeichnet: 


L die Linge des Rohres in Strémungsrichtung 


x+1 x—1 Aw? = 
C= nae, h= mae eer +7, =", 


10. Kammerer: Strémung in einer Expansionsdiise mit Reibung. Osterr. Ingenieur-Arch. 8, 
H. 4, 293 (1954). 

2 ©. Kammerer: Die Expansionsdiise mit polytropem Zustandsverlauf. Allg. Warmetechnik, 
Jg. 6, H. 2, 35—37 (1955). 
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x das Verhiiltnis der spezifischen, auf das kg bezogenen Warmen bei konstantem 
Druck und konstantem Volumen (x = c,/c¢,), 

R die spezielle Gaskonstante, 

T die absolute Temperatur, 

w die Geschwindigkeit, 

die Erdbeschleunigung, 

den Radius des kreisférmig gedachten Querschnittes f der Rohre, 

den Rohrreibungsbeiwert, definiert durch die Gleichung fiir den Druckabfall Ap 

in einem Rohr: 


» Ss CQ 


w AL 
Ap = Vig gett a ae (la) 


y das spezifische Gewicht. 


Fiihrt man den halben Erweiterungswinkel « des Unterschalldiffusors mit Hilfe 


der GroBe: 
A 


oe gy a a 
in die Rechnung ein, so lait sich Gl. (1) auch in folgender Form schreiben: 
2 dr dw | al pete (2) 
row faw?—b}] w | w?— dla 
Durch bestimmte Integration von Gl. (2) zwischen den Querschnitten f, und f, 
erhailt man fiir konstantes tg o: 


Cc 
x 


a-c 
hh rad wW,.|aw—b] 2a 
fo 2 | 2032 — 6 


(3) 


wobei sich der Index 1 auf den Anfang, der Index 2 auf das Ende des Diffusors (in 
Stromungsrichtung) und der Index 0 auf den verlustlosen (reversiblen) Vorgang 
bezieht. Fiir diesen ist wegen A= 0: 


a—c h—ce 1 
enc Satie gee sick v ies os 
Daher ist nach Gl. (3): 
1 
Ge eee Gee 4 
feo’ Tag" | ew —S (4) 


Nach Gl. (4) ist die verlustlose Endgeschwindigkeit w,, nur vom Querschnitts- 
verhaltnis abhangig. 


Gl. (3) 1laBt sich auch schreiben: 


2 log ( log ( i = = [log (a w2 — b) — log (a w,2 — b)}. (5) 


EKbenso ergibt sich aus Gl. (4) fiir die reibungslose Diise: 


r Ww 1 
2 log (T+) + log (t.) = —* flog (b 2044! — b) — log (h w,? — b)]. (6) 


Fiir die gleiche Verdichtungsdiise (mit demselben Querschnittsverhiltnis und 
derselben Linge) ergibt sich jedoch reibungslos ein anderer, nimlich héherer End- 
druck p, als mit Beriicksichtigung der Reibung. 


Bei Ermittlung des adiabaten Wirkungsgrades 7,, wird, sonach die wirkliche, 
vorgegebene Diise mit einer gedachten, wesentlich kiirzeren Diise verglichen, wenn, 


wie tiblich, der gleiche Erweiterungswinkel « und der gleiche End- bzw. Gegendruck p, 
zugrunde gelegt wird. 
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Nimmt man die erwihnte Unstimmigkeit in Kauf und ermittelt fiir eine gegebene 
Diise (71,72, L, py, Ty, w,, A) aus Gl. (5) oder (3) durch wiederholtes Probieren die 
Endgeschwindigkeit w,, so ist: 

<n Wy — Woo? 
Naa = we — we’ (7) 


wobei w.) noch wie folgt zu bestimmen ist: 


Zunachst ergibt sich aus der Kontinuitatsbeziehung: 
raw—j-o=G-o=—GRT/p, (8) 


wobei v das spezifische, auf das kg des Gases bezogene Volumen und @ die sekundliche 
Gasmenge in kg bedeutet. 


Da die Temperatur im Diffusor bekanntlich durch die Strémungsgleichung: 


A 
Pee FS ge, | 


w — w,?) (8a) 


bestimmt ist, ergibt sich mit obigen Substitutionen fiir den Druck p die Beziehung: 
[ A 
GRIT, + a (ost — wt) 
29c G (b—hvw?) 
wader “ ~ : (9) 


7" wh gnur2w 


Das Druckverhaltnis, welches, wie erwiihnt, fiir den reversiblen und reibungs- 
behafteten Fall voraussetzungsgemiB das gleiche sein soll, lautet nach Gl. (9): 


Pr 2? We (b — hw,?) 19° Wao (b —h Ww’) 10 
Pg 7,2 w, (b—hw,7) ~ 17,2 w, (6 — h Wyo”) * ( ) 
Daraus ergibt sich die Relation: 
12? We To" Wao 
(—hw2) ~ © —h wy)" ay) 
Anderseits erhilt man aus Gl. (4) und (11): 
1 
raw, _ _(b—hw,*) { (hw, —b) i, (12) 
ry2w, (6b — h Wap?) \ (h Wao" — 6) , 


woraus sich nun die verlustlose Endgeschwindigkeit w.) wie folgt berechnen 1laBt: 


4 


il 
(6 — hve?) =? = 2% (6 — hay |b — hoy". (13) 


2 
12° We 


Mit w., laBt sich dann aus G1. (11) 7.9, also der Endquerschnitt der gedachten reibungs- 
losen Diise, und aus Gl. (10) der fiir beide Diisen als gleich angenommene Enddruck p, 
bestimmen. Der adiabate Wirkungsgrad 7,, des Diffusors ergibt sich schlieBlich aus 
Gl. (7). 


Zur Kontrolle der Rechnung kann die Beziehung dienen: 


oleae 
fe r." eet \ Pa 7 j "ad <= 


hi ce x—1 ,? 
(22) |/ me 25% f(m) 7h 
Pr Ang WPr j 
die sich aus einer Betrachtung des Vorganges im 7's-Diagramm in einfacher Weise 


ableiten li8t. Der Erweiterungswinkel und die Linge der Diise kommt hier nicht 
zum Ausdruck. 


(14) 


14* 
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Der Ausdruck unter der Wurzel stellt das Quadrat der Austrittsgeschwindig- 
keit w, dar, so daB Gl. (14) auch geschrieben werden kann: 


( “1 ) 
19? Ws Pr pa \i 1 
ry? Wy Pe I a y Naa te i i‘) 
was in Verbindung mit Gl. (12) ebenfalls zur Kontrolle der Rechnung dienen kann. 
Sind umgekehrt der Wirkungsgrad 7,4 einer Diise sowie alle Anfangswerte (py, fie 
w,, f;) bekannt, so 1aBt sich das Querschnittsverhaltnis aus dem Druckverhaltnis 
nach Gl. (14) bestimmen. Nach Gl. (3) und (1b) kann dann auch der zugehorige 
A-Wert zuriickgerechnet werden. 
Beispiel. Fir einen Diffusor von 2m Lange, r; = 5em, « = 3°, w= Ws, = 
= 347-7 m/sec, p, = 1 ata und Luft von 7, = 300° K ergibt sich fir 


2 = 0:025, 0:06, 0-1,  0°299, 
Naa = 0°965, 0°907, 0°851, 0°263. 


A = 8 tg a/x = 0°299 ist der héchste Wert, fiir den eine Verdichtung im Unterschall- 
gebiet noch moglich ist. Er entspricht bereits der vollstandigen Drosselung (bei 
konstanter Temperatur und konstanter Schallgeschwindigkeit). Siehe Abb. 7 der 
mit FuBnote 2 zitierten Arbeit. 

Nach obiger Tabelle entspricht der iiblichen Annahme eines Diffusorwirkungs- 
grades von 85% bereits der ungewohnlich hohe Reibungsbeiwert 0°1. Fir Unterschall- 
diffusoren mu also 4 wesentlich héher eingesetzt werden als fiir das gerade Rohr 
bei gleicher Reynolds-Zahl und Rauhigkeit, was auf zusiatzliche Wirbelungs- und 
Ablésungstendenzen infolge der Rohrerweiterung zuriickzufiihren ist. 


(Hingegangen am 22. Februar 1956) 


Die Schirmschwingungen der Kreismembran 
unter allgemeinen Bedingungen 


Von K. Karas, Darmstadt 
Mit 3 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Gegentiber den bisherigen Lésungen der Schirmschwingungen von Kreis- 
membranen wurden hier Verallgemeinerungen in dreierlei Hinsicht vorgenommen: Es wurde 
1. die Masse des Fassungsringes, 2. seine elastische Lagerung, 3. die Rotationstrigheit der Membran 
beriicksichtigt. Die Verallgemeinerungen 1 und 3 bedingen das Vorkommen des Eigenwertes 
in der dynamischen Randbedingung, 3 bedingt auch eine Verallgemeinerung der Differential- 
gleichung. Auferdem wurde geringe achsensymmetrische Verinderlichkeit der Membrandicke 
und -dichte zugelassen. Die Grundgleichungen werden durch Gleichgewichtsbetrachtungen her- 
geleitet und auBerdem mittels des Prinzips von Hamilton kontrolliert. Die Integrodifferential- 
gleichung des Problems bei beachteter bzw. die Integralgleichung bei nicht beachteter Rotations- 
tragheit wird angegeben und die Selbstadjungiertheit und bedingte Volldefinitheit derselben 
untersucht. Fur spezielle, praktisch aber wichtige Fiille werden Naherungslésungen nach dem 
bekannten Verfahren von W. Ritz gewonnen und auch die strenge Frequenzgleichung angegeben. 


I. Einleitung 
Die Beschrinkung auf Schirmschwingungen, die also Knotenkreise aufweisen, 
die zum Auf enrandkreis konzentrisch sind, bedingt eine achsensymmetrisch verteilte 


Membranspannung. Man kann zeigen', da dieselbe bei der Kreismembran, im Falle 
der Achsensymmetrie, fiir alle Schnittrichtungen jedes Membranpunktes denselben 


* Dies wird in einer spateren Arbeit tiber Schirmschwingungen von Kreisringmembranen 
gezeigt werden. 
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Absolutbetrag aufweist, also nur einem homogenen statischen Spannungszustand 
zugehodren kann, wihrend bei der Kreisringmembran grundsatzlich auch ein in- 
homogener, achsensymmetrischer Ruhe-Spannungszustand méglich ist, der dann den 
bekannten Laméschen Gleichungen geniigt. Dieser statische homogene Spannungs- 
zustand erfaihrt auch im dynamischen Falle, also beim Auftreten von Schwingungen, 
nur unendlich kleine Anderungen, sofern auch die Membranauslenkungen im Sinne 
der Approximationsmathematik als unendlich klein vorausgesetzt werden. Dies wird 
im Abschnitt II erhirtet werden. 


Die vorauszusetzende Achsensymmetrie bedingt ferner die gleiche Masse je 
Langeneinheit des Umfanges des Fassungsringes, der mit dem AuBenrandkreis der 
Membran zusammenfiallt, sowie auch die gleiche GréBe je Lingeneinheit der Riick- 
fiihrungskonstante der elastischen Lagerung desselben. 


II. Herleitung und Formulierung des Eigenwertproblems 
aus Gleichgewichtsbetrachtungen 


In Abb. | wurde ein Membranelement im Aufri8schnitt und im Grundrif dar- 
gestellt, das von zwei koaxialen Zylindern mit den Halbmessern ry und r + dr und 
von zwei Meridianschnitten begrenzt ist, die miteinander den Winkel dq einschlieBen. 
Sein Volumen dV ist: 


dV = yrdgdr, (1) 


worin y (7) die mit r als veranderlich 
vorausgesetzte Membrandicke _ be- 
zeichnet. Wird ferner mit dq, die 
Schnittfliche des Membranelementes 
mit einem Zylinder vom Halbmesser r 
und mit dJ, das axiale Flichen- 
tragheitsmoment desselben hinsicht- 
lich einer horizontalen Schnitt- 
flachenschwerlinie bezeichnet, so ist 


ad 3° (Ow 
My = 10-0 Eo 


I 
dq, = yr dq; dJ,= F517 y* dp; -mit ye Ge 
somit dJ, 1 
a Deen é Basis 
Gg he V2 PF Sa 2 


Da im Falle der Schwingungs- 
auslenkung w sich wohl die Bogen- 
lange der Membran-Meridiankurve 
andert, nicht aber die Lange eines 
Kreisbogens, so muBte in den Meri- 
dianschnitten des Membranelemen- 
tes die statische Spannung S' bei- 
behalten werden, wie im Grundrisse 
der Abb. 1 ersichtlich ist, wahrend 
in den Zylinderschnitten desselben 
die davon verschiedene Spannung S, 
vorausgesetzt werden mute, wobei 
die Gleichgewichtsgleichungen zeigen 
sollen, von welcher Ordnung in w die pp. 1. Die an einem Membranelement angreifenden 
Abweichung zwischen S, und S ist. Krafte und Momente 


ar 


202 K. Karas: 


Die SchnittgréBe S ist auf die Langeneinheit in radialer Richtung bezogen, 
die SchnittgrdBen S, und Q, sind jedoch auf die Langeneinheit in azimutaler 
Richtung bezogen, wobei Q, die durch die Rotationstragheit bewirkte Querkraft in 
den erwihnten Zylinderschnitten bedeutet. Eine Querkraft @ in den Meridianschnitten 
besteht wegen der vorausgesetzten Achsensymmetrie nicht. Im AufriB der Abb. 1 
sind ferner noch die beim Schwingungsvorgange auftretende Tragheitskraft d7', des 


: : Bf OW 
Elementes sowie sein der positiv vorausgesetzten Winkelbeschleunigung a (F) 


entgegengesetzt gerichtetes (also im Uhrzeigersinn wirkendes) Massenbeschleunigungs- 
Tragheitsmoment dM, angegeben, wobei m (r) die nur von r abhangige raumliche 
Dichte des Membranmateriales bedeutet. Es gelten somit folgende Dimensionen: 


(S]=[S,]=(QJ=MT>; [m(r)]= ML. (3) 
Das Gleichgewicht des Membranelementes in Richtung r ergibt: 


— S,, cos (Se) rap + Q, sin (3?) r do — 2.Ssin (<2) dr — 


on (2, + a dr) sin (+ +- dr) (r + dr) dp + 
Si, 


ra) o? 
or 


0 
Als (s, + dr) cos & -f- a dr) (r + dr) dy = 0. 
Entwickelt man hierin die Kreisfunktionen unter Beibehaltung von Gliedern, die 
héchstens klein sind von zweiter Ordnung in w und seinen Ableitungen, so erhalt 
man nach Weglassung des Faktors dp zunichst: 


1 aw \? a a a aQ, @ 
— 8,7 +5 S.r(2) +Q,r 3 — 8dr — (Q, 32 +0, Ge dr + Se dr) (r + dr) + 


rm Is, + St dr — 58,(2)] (r +dr) = 0. 


Multipliziert man aus und behalt wieder nur Glieder bis héchstens zur zweiten Ordnung 
bei, so folgt: 


1 ow \2 ow é O2w a) ow 
—S,r+>S8,r col ge Q,17 Sdr—Q,r = 0.4 ae Or rar — 
2 or or or or or or 


ow os, 
Q, a dr + 8,7 Pam ral 


(dr)? = 0. 


Teilt man durch dr und léBt den von hodherer Ordnung kleinen letzten Term weg, 
so erhalt man hieraus (nach Weglassung der sechs sich tilgenden Glieder): 


aS, a2 Q, @ @ 
(—9 +8, +-F'r)— (Ore + Se Sr +@,2) =0. (4) 


In (4) sind die Terme des zweiten Klammerausdruckes mit w und seinen Ableitungen 
mindestens (das heif&t sofern Q, und seine Ableitung endlich sind) klein von erster 
Ordnung. Folglich miissen die Terme des ersten Klammerausdruckes fiir sich eben- - 


oe " als auch (8S, — 8) 


von mindestens erster Ordnung klein sind. Das heifBt, da die Abweichungen vom 


vorgegebenen statischen Spannungszustand, fiir den mit S, = S = konst. va a ee 


der erste Klammerausdruck verschwindet, unendlich klein sind wie w und seine Ab- 
leitungen [eigentlich sogar wie w?, man vgl. unten Gl. (5) und (6)]. Zu bemerken ist 
noch, dal die partielle Schreibweise wegen der vorausgesetzten Achsensymmetrie 
in lokaler Hinsicht nicht nétig wire und nur mit Riicksicht auf die in diesen Funktionen 
enthaltene Zeit als zweiter unabhingig Verinderlicher eingefiihrt werden muBte. 


falls klein von derselben Ordnung sein, was besagt, da sowohl 
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Das Gleichgewicht des Membranelementes in Richtung w nach d’Alemberts 
Prinzip ergibt: 


— 8, sin (22 aes Q, cos (3 So) rdp sg ee dr) cos (Se ehh (r + dr) dp + 
+(s, une ae mir dr) sin (2° ae ray vr dr) (r + dr) dy — m yr dy dre =U, 
Verfahrt man wie vor (4), so erhalt man zuniichst: 
— 8,7 — Or +5 Or (Ze) + [Q—F0,( 2) + Le ar] fr + ary + 


asd ar a 
+(8, 2 Pos Fea oe —dr + 8, —~ dr) (r + dr) — my r dr 22 — 0. 


or ‘or 


Durch Ausmultiplizieren und Unterdriicken aller von héherer als der zweiten Ordnung 
kleinen Terme erhilt man 


Ov 1 ow \? 
— 8, fa “ —Q,r 4 2 1 Or r( ~ Q,7 Q, dr —5-@,7 (2 ++ oe dr + 
ae ae = oe dr | a S, oY dr — —m yt dra ag 


Bedenkt man nun, daB das Gli (4) gewonnenen Er- 


kenntnis gegeniiber den anderen Gliedern um Ramiielesions eine Ordnung kleiner ist, 
so erhalt man nach dessen Unterdriickung und Teilung durch dr und Streichung der 
sich weghebenden sechs Glieder: 


Q, 


Ow 


Be tS Ge — MYT Ge =O. o 


Aus (5) erkennt man zunachst, da Q, und = klein sind von erster Ordnung ee w 


und seine Ableitungen, so da8 man eae ak aus (4) 
ue 
Or 
als klein von dritter Ordnung gegeniiber den nur von erster Ordnung kleinen iibrigen 
Gliedern von (5) erscheint. 


klein von zweiter Ordnung wie w? sind, so daB das vor (5) unterdrii r 


SchlieBlich ergibt das Gleichgewicht des Membranelementes gegen Drehen um 
eine azimutale Schwerlinie mit Beachtung von (1) und (2) 


dJ, 0 { dw Dom OW 
r dy Q,dr —mdV dq, oF ( or =0 oder rdpQ,dr—myrdgdr- - aR (+) = 0 
oder 
1 Fw Ow 
QO = Ty Yap oe = I Soe (6) 


wenn man das auf die Langeneinheit seiner horizontalen Schwerlinie bezogene axiale 
Querschnittsflachentrigheitsmoment, das mit y natiirlich noch von r abhingt, mit 
[M, und k, sind unten erklart] 

J=¥, Wl=P; (MH) =I; [k.]=MLAT2 (7) 
bezeichnet. Auch (6) bestatigt wieder die bereits nach (5) erschlossene Kleinheit erster 
Ordnung von Q,. Fiihrt man nun Q, aus (6) und seine Ableitung in (5) ein, so erhalt 
man, wenn man jetzt statt S, einfach S schreibt (wodurch man nur einen Fehler klein 
von zweiter eri begeht): 


= 0. (Sa) 


oro) + SY 


Ow Ow Ow O2w 
an 


(4) 
mJ eee (mJ 
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(8a) kann man, wie man leicht erkennt, noch ktirzer in der selbstadjungierten Form 
wie folgt schreiben: 


s (mr 


2, 

(+2) —myr Ge = 0. (8b) 
In den Gl. (8a) bzw. (8b) ist die 
Bewegungsgleichung der Membran dar- 
gestellt. Um auch die zugehorigen Rand- 
bedingungen des Eigenwertproblems zu 
finden, sei in Abb. 2 ein Meridianschnitt 
durch die ausgelenkte Membranmittel- 
fliche dargestellt. 

Ist mit M, die je Langeneinheit 
vorhandene Masse des Spannringes be- 
zeichnet [man vgl. (7)], und wird der 
Kiirze halber statt Qp(r = 7.) =Qa 
und statt w(r = r,) = w, geschrieben, 
und ist k, die auf die Langeneinheit 
Abb. 2. Die von der Membran empfangenen (voll des Spannringes und die Langeneinheit 
ausgezogen) bzw. von ihr auf den AuBenring aus- der Auslenkung w, desselben bezogene 
ae: ies teapes Rie cen anit ioe nets riickfiihrende Kraft [man vgl. (7)] der 

Nn. a elrenaen NuUuCK- * . 
pec ‘Dragheitalwatts. seariohipnadkidext elastischen Lagerung des Spannringes, 
gezeichnet) so erfordert das Gleichgewicht der Lan- 
geneinheit des Spannringes offenbar: 


~a,~ 9(%),—m(SE), tone 


Ow 4) 
or ot ain Sar 


or ir 


ot? 

Schreibt man hier der Kiirze halber fiir den Zeiger r, einfach a, so erhalt man im 
Zusammenhalte mit Q, in (6) und mit der Tatsache, daB fiir r = 0 gemaB Abb. 2 bei 
Schirmschwingungen stets eine horizontale Tangente an die Meridiankurve als geo- 
metrische Bedingung des EKigenwertproblems erscheint, in leicht verstindlicher Schreib- 
weise die beiden Randbedingungen: 


ow 4 aw Ow Pw Z Hf, 
(F)= 0: (mI srae), +8 (ZS) + Me (Ge) +hewe=0. (9a, b) 
Wie man mittels (3) und (7) leicht erkennt, hat jeder Term von (9b) die Dimen- 
sion MT’. k, hat nach (7) die Dimension einer Spannung. Durch die Bewegungs- 
gleichungen (8a, b) mit.den Randbedingungen (9a, b) ist das vorliegende Eigenwert- 
problem mathematisch formuliert. 


Fiir die resonanzgefaihrlichen stehenden Schwingungen, im vorliegenden Falle 
also fiir die Schirmschwingungen der Kreismembran, erhilt man mit dem bekannten 
Ansatz von Bernoulli 


w(r, t) = Wr): T(t), (10) 
worin W nur noch von r, 7' nur von ¢ abhiingt, in bekannter Art: 
T(t) = Apsin (kt) + Bpcos(kt), [k] = 7 (11) 
und aus (8b) baw. (9a, b) mit & als Kreisfrequenz des Schwingungsvorganges: 
d dW d adw 


es es 0; 8(F-), +k W,=h (ms), + mM, W,|. (13a, b) 
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Man erkennt aus der dynamischen Randbedingung (13b), daB dort der Kigenwert i 
durch die Beachtung der Rotationstragheit und die Beriicksichtigung der Masse des 
Fassungsringes bedingt ist?. 


Ill. Begriindung des Eigenwertproblems mittels des Prinzips yon Hamilton 


Hierdurch wird nicht nur eine erwiinschte Kontrolle der bereits gewonnenen Er- 
gebnisse erreicht, sondern die hier errechneten Energieausdriicke gestatten auch eine 
unmittelbare anderweitige Ausnutzung, z. B. beim Ritzschen Verfahren oder beim 
Rayleighschen Theorem. Ist V die potentielle, L die kinetische Energie des Gesamt- 
systems, also hier der Membran samt Fassungsring und dessen elastischer Lagerung, 
so lautet das Prinzip von Hamilton: 

hy 
8|(V —L)dt=0. (14) 
to 
Hier ist V = V,, + V,, worin V,, die potentielle Energie der maximal ausgelenkten 
Membran und V, die der elastischen Lagerung des maximal ausgelenkten Fassungs- 
ringes bedeutet. Bei konstanter Spannung S gilt*: 
Ty 2% 


¥n= 78) | (Se) tae (Ge) | rarae. 


Hierin ist aber, da nur achsensymmetrische Verformungen zugelassen werden, 
ew 


= 0 zu setzen. Fiihrt man ferner die Integration nach q sofort durch, so erhalt 


Op 
man: 
Ta 
Vn =a8\ (2) rar. (15a) 
0 
Analog erhalt man: 
Vo Sarr we: (15b) 


Ebenso ist ZL = L,, + L,, wobei bei der maximalen kinetischen Energie L,, der 
Membran in der Gleichgewichtslage die Translations- und Rotationsenergie zu beriick- 
sichtigen sind. Men erhalt: 


fa2e Tq 2% 
Ln == | |mav (a) +2) [may ee (rae) 
00 


Beachtet man (1) und (2) und fiihrt wieder die Integration nach g durch, erhalt man: 


TD ig of bm yr (4) +mJr (=) dr. (16a) 
0 


Hierin ist J durch (7) erklairt. Ebenso erhalt man: 


2 
ai Me, (3). (16b) 
a 

2 Man vgl. die Arbeit des Verf.: Eigenschwingungen von Saiten mit elastisch befestigten 
Enden, Osterr. Ingenieur-Arch. 9, 352—388 (1955), wo die Formulierung des Eigenwertproblems 
ebenfalls mittels Gleichgewichtsbetrachtungen erfolgte. 

’ Man vgl. hierzu etwa Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, 2. Aufl., 
Bd. I, S. 153. 1931. 
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Die Einfiihrung von (15a, b) und (16a, b) in (14) ergibt nach Weglassung des 
Faktors a 


5 ( (lar( eye my (se) — mJ r(2-) \drdi oth 


+ | fra ke wet — ra Mal Ge) [at = 0. (17) 


bo 


Enge verwandt hiemit ist der Ausdruck F(W) = L, — L,, der die Differenz der Form- 
auBerungsarbeit L; und der Arbeit L, der AuBeren Krafte, hier also der Tragheitskrafte 
fiir die Amplitudenfunktion W(r) der Membran allein darstellt. Das Verschwinden der 
ersten Variation von F(W) ist bekanntlich eine notwendige Bedingung fir W(r). Man 
vgl. hiemit die allgemeinere Gl. (57). Es folgt: 


FW) =8r(G-) — ie |m Jr (Ge) +m yr We (18) 


und damit eine erste Kontrolle fiir die Differentialgleichung (12), wenn man (18) 
der Euler-Lagrangeschen Ableitung unterwirft, die hier lautet: 


d | oF icemee ,_ dW 
dr (97) BT see i ee a (19) 
Man erhalt aus (18) nach Weglassung des tiberall auftretenden Faktors 2: 
of dw dw oF 
ow’ ati dr — km Ir dr? ow skate (20) 
d oF dw dw dw d dw 
ae (sar) us ap L Sr Tr em J —— ee er (md a ). 


Fiihrt man diese Ergebnisse (20) in (19) ein, so erhalt man: 


, dW daw dw d dw 
8 = 8 — Bm er S (ms F] km yr W 
oder 
d dw d adw ; 
S—. (r 7) =H = (m Jr) —kemyr W. 


Hiermit ist (12) bestatigt. Die Durchfiihrung der Variation in (17) ergibt nach Weg- 
lassung des Faktors 2: 


th va 
net ow o0dw Ow ddw Cw dw 
| |S emmy oF MT car a 
to 0 ‘i (21) 
; ow 0dw 
+ | [ra ha te OW, —r,M,( sy i a ),| a = 0, 


to 


Bedenkt man, da’ m, y, J hierin nur von 7, nicht aber von f¢ abhangen und unter- 
wirft den 1. Term des Doppelintegrals der partiellen Integration nach r, den 2. einer 
solchen nach ¢, den 3. einer solchen zuerst nach y und dann nach ¢ und schlieBlich 
den 2. Term des einfachen Integrals einer partiellen Integration nach ¢ mit nachtrag- 
licher Kinsetzung 7 = r,, so erhailt man der Reihe nach: 
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ht tain ty Un 4h % 
age > Ow Geach eae 
a) | \ Ses drat =| Sr ow ds|— sf | 2(r sp) Ow cr at 
ty 0 to 0 ty 0 
4h ty y Ta ty hi 
alt w su ‘ 
b) | \myr “a drdt = | myn oe Rear —| \m yr oe ” dw dr dt, 
to 0 o- wen 
bit, : ty "a 
Tr aw ard aw as 
Cc) | \m Jr Or OE eUu=\mIr a Ae dt | - 
ty 0 to 0 
th va ty va 
Vebigears Naa ew.\ edw aw . BY 
—| \ap (mdr ar) ia Oe ao (22a—d) 
ty 0 to 0 
ty Te "a hy 
‘ O 
—\m Ire 5 ai ~\= at (mar rag) OO ar 
fo 0 to 
4 ve 
+ | |e (mor dw dr dt, 
A or “or 0B 
ty 0 
th r igg biofeith 
w w 
d) jr ar, (2 ), (),at=r. M, (Fe) 00 — fr, at, (22), om, at 
: j 


to ty 
In diesen Ergebnissen verschwinden zunichst die unterstrichenen ee da dw 
und dw, zu den beiden Zeitpunkten ¢, und ¢, verschwinden. Die Einfiihrung von 
(22a bis d) in (21) ergibt somit nach Weglassung der voll unterstrichenen Glieder: 
h 
ew 7) 


1] Cy = (r ae) tmyr oy sp (m dr spe )| Ow dr dt + 


O?w 


4 

- \{is(r3 oY bw + (mI rz * fo) 00) +r k,w,6w,+7r,Y, (Fe ae | ) _ dwg} dt = 0. 

Da die Variation d6w bis auf ihr wetleliwinaied an den Zeitgrenzen ¢, und ¢, bei Erfiil- 
lung der bekannten Stetigkeitseigenschaften willktirlich ist, so erkennt man im notwendi- 
gen Verschwinden des Integranden des Doppelintegrals wieder Gl. (8b), die somit eine 
abermalige Kontrolle erfaihrt. Setzt man in den zwei ersten Termen des einfachen 
Integrals die obere Grenze 7, ein, so erhalten alle Glieder die willkiirliche Variation dw, 
an der Grenze r = r, und das notwendige Verschwinden des Integranden ohne dw, 
liefert nach Abspaltung des nicht verschwindenden Faktors r, sofort die dynamische 
Randbedingung (9b), die somit ebenfalls bestatigt erscheint. Setzt man schlieBlich 
in die beiden ersten Terme des einfachen Integrals die untere Grenze r = 0 ein, so 
verbleiben zwei Glieder, die auBer dem verschwindenden Faktor r noch die will- 
kiirliche Variation dw, enthalten. Nach Abspaltung dieser beiden Faktoren, von denen 
die Beibehaltung des ersteren nur ein triviales Ergebnis liefert, verbleibt die Be- 


ziehung: 
' (8 + moJora) (Fe ),= 9 
Da dies fiir alle Zeitpunkte ¢ erfiillt sein soll, erkennt man als notwendige Forderung 
die Erfillung der Randbedingung (9a)*. 
xe Man vgl. hierzu die Arbeit des Verf.: Eigenschwingungen von Saiten mit elastisch be- 


festigten Enden, Federhofer-Girkmann-Festschrift 37—56 (1950), wo die Formulierung des Higen- 
wertproblems ebenfalls mittels des Prinzips von Hamilton erfolgte. 
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IV. Die Integrodifferentialgleichung 
des Eigenwertproblems 


Neben den Vorteilen, die dadurch fiir 
die niherungsweisen numerischen Verfah- 
ren gewonnen werden, bietet die Integro- 
differentialgleichung die Moglichkeit einer 
weiteren Kontrolle der Grundgleichungen. 

In der Abb. 3 ist der Schnitt durch 
die Meridiankurve einer Membran darge- 
stellt, die lings des Kreises r = ¢ durch 
eine Last Pkp/cm je Langeneinheit in 
axialer Richtung statisch belastet ist. Im 
GrundriB ist hierzu ein Membransektor 
vom Zentriwinkel dp gezeichnet. Auch 
alle anderen in der Abbildung eingezeich- 
neten Krafte, wie S und k, W,, sind auf 
Abb. 3. Meridianschnitt durch die statischen die Lingeneinheit bezogen. 

Auslenkungen Wa fir 0 Sr St und We fur Im statischen Falleist & = 0 und aus (12) 


¢ <r <r, einer Kreismembran, wenn diese im es : 

Kreise r= ¢ durch die statische Ringlast P ee ee Was ga nach 
kp/em belastet ist. Im Grundri8istein Membran-  einfacher Integration aus G ==sn ti) 
sektor mit den horizontalen Kraften einge- es ya 
zeichnet, die an seinen Meridianschnitten und 


mit A und B als Integrationskonstanten: 


an seinem Aufenrand angreifen W,(r) =W(t)= konst. fir 0 Sr St; 
dW, Ag : 
aS ats Walt) = Ae lne By tO et a ee 
Ein Ringschnitt rechts und links von P ergibt in Richtung W nach Abb. 3 die Gleich- 
gewichtsbedingung : dw 
sin (— Fe) + Ssin 0] 2nt= P-2at, 
; nt 
somit: ae 
Pt Pt Et 
idee Gi ; - = cr re W;,= at Sent Sr Eig: (24a, b, c) 


Hierbei wurde unter Vernachlassigung von dritter Ordnung kleiner Groen der sin 
durch sein Argument ersetzt. Beachtet man ferner die dynamische Randbedin- 


gung (13b) und fihrt fir und W, (24b, c) ein, so erhalt man zunachst: 


B 
dr 
md 

r 


P t 


~ — Ig atlas + ky Bs +S i( ), + tM, nr, — # M, B= 0. 
Nach Multiplikation mit r,S und Isolierung der Glieder mit B, folgt: 
Pt[S+r,k,lnr, —h (mJ, +7, M,nr,)] = Ber, (ka —P MS. 
Hieraus erfolgt neben A, in (24a) der Wert der Konstanten B, zu: 
B=7t2 mit Z=8 +7,k,Inr, (mn, J, +7, M,inr,) 
und N=vr,(k, — kM,). (25) 
Hiermit ergibt sich fiir W, nach (23a) und fiir W, nach (24¢) mit (25), wenn man die 
abkiirzenden Bezeichnungen Z und N beachtet: 
Py PZ 


Wi Wir) g mr+—- a =<) (4—Ninr) fir tsra7.. 


W,= W(t) = P Z— N int) fiir 0sSTrSF, 


Pt 
sn | 
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Nach Einfiihrung von Z und N aus (25) und einigen Umformungen erhalt man: 


We= WW) = gx |S +rakaln® — (meq +14 Min.) fir 0Sr<t, 
(26) 
WV 5. Wer) = ayy |S + rabaln “2 — 2 (ma Jy +r. M,n7#) flirt = nour. | 


Setzt man zur Probe in Ws r = r,, so verschwinden die logarithmischen Glieder und 
man erhalt bei Beachtung von Gl. (24b), in die fiir r = r, einzusetzen ist: 


_w —_PtS—Hm J,  _ (4dW\ S—kim,J, 
(We)rarg = Wa = Sr, k,—keM, ( dr 8 A, <M, ° 
SchlieBlich folgt dann aus der letzten Gleichung: 


W (ka —#M,) = 


dw 
dr 


Hiermit aber ist wieder die Randbedingung (13b) erhalten worden. La®t man ander- 


oder ie ak ee a) 


8(G-) th Wee 


maJa(Gr), + Me Wal. 


seits ¢ gegen Null gehen, so sind in W, bloB die Glieder mit t In “* entscheidend, die 


aber, wie man leicht erkennt, mit ¢ ebenfalls gegen Null gehen. Dann ist also auch 


lim W, = 0 und dies ist auch anschaulich einzusehen, da ja dann bei konstantem P 
t—>0 

wegen des zu einem Punkt zusammengeschrumpften Kreises r = ¢ iiberhaupt keine 
endliche Last im Zentrum angreift. SchlieBlich erkennt man aus dem Grundri®B 
von Abb. 3, daf auch in Richtung 7 Gleichgewicht besteht, denn die Summe aller 


zum Mittelpunkt 0 hingerichteten Spannungskomponenten ist offenbar — S dp \ OF = 


i) 
= — Sr,dgy und ebenso groB ist die in Richtung +7 wirkende Spannkraft am 
Umfange 7,dgy des AuBenkreises der Membran. 

In Wirklichkeit greifen aber beim Schwingvorgang statt der statischen Kraft P 
gemiB Abb. 1 am Kreise r =t folgende Krafte in Richtung w bzw. W an: 


1. Die elementare Tragheitskraft d7', 


dT,,(t) = — m(t) y(t) =k? m(t) y(t) tdy dt W(t) T(t), 


wenn fiir stehende Wellen sogleich der Ansatz (10) benutzt wird und die Zeit mit t 
bezeichnet wird. 

2. Die durch die Rotationstrigheit verursachte Querkraftsdifferenz, wobei aber 
zu beachten ist, daB sich die Angriffsfliche an der rechten Seite des Elementes auf 
(t + dt) y dp gegeniiber ¢ ydp links vergr6Bert hat, was am kiirzesten durch die 
Anderung ce Produktes Q,¢ a ra wird [man vgl. Gl. (6)]: 


aWw(t 
= dt dy = — ke 4 -|m(t) I(t) t |e dy TW). 


Dated = <-|m(t) I) t— : 


Bezieht man beide elementaren Tragheitskrafte ebenso wie P auf die Langeneinheit 
in azimutaler Richtung, so hat man durch ¢ dq zu teilen und erhalt dann nach Weg- 


lassung des Zeitfaktors 7 (t) fiir die Amplitudenauslenkung W(t) als dynamische 
Belastung dP, je Liingeneinheit [statt P in (26)] 
F 1 @ aWt 
dP,t) =H) dt mit A)= mb yt) WO) —>~ 2 lm sH io. (27) 


Diese Triigheitskrafte rufen fiir 0 <r <¢ nach (26) die elementare Auslenkung dW, 
und fiir f <r <r, ebenso dW, hervor und man gewinnt die ganze endliche Auslenkung 
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der Membran-Meridiankurve, wenn man alle Tragheitskrafte dP,(é) erfaBt und die 
durch sie bedingten Elementarauslenkungen summiert, was wegen der Linearitat 
der Differentialgleichung (12) zulassig ist. Man erfaBt aber alle Tragheitskratte, 
wenn man nach Einfiihrung derselben statt P in (26) nach ¢ fiir W, zwischen 0 und r 
und fiir W, zwischen r und r, integriert. In zusammengefafter Schreibweise erhalt 


Man Sso: 


Win=% ‘i = Is bra kyIn® — i (ms Tn sea oa ge in “*.\|¢ H(t) ae 


0 


+{2fstekint— 2 (mada +r,M, in “2.\|4H(t) dt | (28) 


te 


Es wird hierbei der nach (25) konstante Faktor N absichtlich den Integranden zu- 


1 


gesellt, die so in ihren Vorfaktoren =~ [..] dimensionslos erscheinen, denn NV, wie 


auch die Ausdriicke in [..] haben ja die Dimension M7'-?. (28) ist wegen H(t) eine 
lineare Integrodifferentialgleichung, deren in 7, ¢ symmetrischer Kern noch den Eigen- 
wert k? im Zahler, wie im Nenner N enthalt, mit ¢t H(t) als ,,Belastungsfunktion“. 


Um zu zeigen, daB (28) in der Tat das ganze EKigenwertproblem, also sowohl die 
Differentialgleichung (12) als auch die beiden Randbedingungen (13a, b) umschlieBt, 
_ihnen also aquivalent ist, differenziert man (28) zunaichst nach 7, wobei man die ver- 
anderlichen Integralgrenzen zu beachten hat. Man erkennt dabei, da sich die Terme 
auBerhalb der Integrale, namlich: 


a 8 +1,kqln® — (m, J, +r, M,1n “0 \\r H(r), 


da sie mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten, wegheben, so daB 


[Fal — by ya — ema} (29) 
0 


verbleibt, wenn man N in (25) beachtet und bedenkt, da das zweite Integral in (28) 
tiberhaupt keinen Beitrag liefert, da sein Integrand 7 nicht enthalt. Setzt man in 
(29) r= 7,, so folgt: 
aw moe 
ie hes ~ 3 \t Hae. (29a) 
0 


Setzt man anderseits in (28) r = 7,, so verschwindet das zweite Integral iiberhaupt, 
wihrend vom Integranden des ersten die logarithmischen Glieder wegfallen und man 


va tq 
kh? ¢ i? S—ze J.¢ 

a= gy |(S— Bm I a) tH d= se G — pea, \t HO at (30) 
0 


0 


erhilt. Isoliert man das Integral in (29a) und (30) und setzt die Ergebnisse einander 
gleich, so erhalt man: 


In letzterer Beziehung aber erkennt man wieder die Randbedingung (13b). Setzt man 
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anderseits in (29) r = 0, so folgt sofort. (SF) = 0, also wieder die Randbedin- 
/0 
gung (13a)**. Differenziert man (29) nochmals nach r und bedenkt, da® nach (29) 


k2 dw 
me pegs 2p ate (29b) 
0 


ist, so erhalt man bei Beachtung der verinderlichen oberen Grenze: 


r 
aw LB . 
ae = eg \tH) a — 
0 


wobei (29b) bereits verwertet wurde. Multipliziert man dieses Ergebnis mit 7 und 
beachtet, da nach (27) 


dW 
r H(r) = m(r) y(r) r W (r) — 4, |ner) ery sh (31) 
ist, so erhalt man 
@w dW  d/ aw ke dW 
ar “a alt he S 5 [mye Ws (mdr hk 


Hierin aber erkennt man wieder die Differentialgleichung (12). 


Da sich also aus der Integrodifferentialgleichung (28) sowohl die Differential- 
gleichung (12) wie auch beide Randbedingungen (13a, b) herleiten lieBen, erweist 
sie sich der Formulierung des Eigenwertproblems durch letztere aquivalent. In 
zusammengefaBter Schreibweise kann man nun (28) wegen (31) so darstellen: 


8, ) 
Be d | dwt) 
W(r) = < | K(r, t) ‘m(t) y(t) t W(t) — a (mie) J(t) t 7) oe 
0 
a 2 f j va 
S + tqkgln “2 — i (my Jq + 7g Main “*) (32) 


UE OSs 7 


: tq (ka — k® M,) f 
mit K(r,t) = ; Py 
S + ta kgin— —k (ma Ja Si t, M, In 


- ul <= 
7 (k, 1 M,) rani re: 


Soo 


K(r, t) ist wohl symmetrisch in r, ¢, enthalt aber den Eigenwert k? sowohl im Zahler 
wie im Nenner in linearer Form. Nur bei Nichtbeachtung der Rotationstragheit 
geht (32) mit J = J, = 0 in eine Integralgleichung tiber, deren Kern gleichwohl 
noch k? im Zahler wie im Nenner enthalt: 


Ta 
k2 ¢ 
a) Wr) => \ K(r, t) m(t) y(t) t We) at 
0 
S+t,q kin ¢ — 42M, In “*) Baleletaat 1 (32a) 
x TN ee a Lur Se Sule 
mit K,(r,t) 5 . 
S- 7, (z,n7* — ke Mf, In“ 
sees fn si 2 i vt Ay, ; “ =f pei, 
r, (b, —k*M,) fit’ 67S C2874 | 
dW MoT .. ke 
4a Zuniichst folgt wegen H (t) in (27): ( a i (1 5 . i) = 5 tin (- ps | jmyeWat) = 0 = 


da m, und y, endliche Werte besitzen, W, aber eine unendlich kleine GréBe Govaeele. 
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Die Differentialgleichung (12) und die Randbedingung (13b) vereinfachen sich zu: 


d (dW dW i: 
Ss. (r cH) them yr W = 0; 8(S-), +t. We= PM, Wo. Zu Gl. (32a) 


Kann man in (32a) auch die Masse des Fassungsringes vernachlassigen, so erhalt man 
fiir den Kern der Integralgleichung (32a) mit M, = 0: 


b) S + 7, ky In =% 
ag oo fur .O2tss7 
K, (rt). = tig (32b) 
S+ 17, ky In —* 
iA Oe 9 Ee ii CS oe 
| Fie: ir 7 Steer 


Die Differentialgleichung bleibt wie in (32a), aber die dynamische Randbedingung 
vereinfacht sich weiter zu: 


aw 
8(5-), + ha W.=0. Zu Gil. (32b) 


Sie enthalt ebenso wie der Kern K, (r, t) den Eigenwert k? nicht mehr. Ist der AuBen- 
rand der Membran unnachgiebig festgehalten, so folgt aus (13b) mit k, = co W, = 0, 
wie es sein muB, und aus (32b) ergibt sich: 


Cc) In “2 Ur 30) hh cee 


Kars) (32¢) 


ae re 
n= farses Zr 


Einem Sprachgebrauch aus der Theorie der Saitenschwingungen folgend, kénnte 
man K, in (32c) auch als ,,Musterkern fiir die Schirmschwingungen der Kreis- 
membran“ bezeichnen. 

Natiirlich lassen sich noch weitere interessante Spezialfalle angeben, die zum 
Teil in spateren Arbeiten besprochen werden sollen®. 


VY. Einfiihrung dimensionsloser GréBen. Wichtige Eigenschaften des Problems 


Es mogen alle mit dem Zeiger v versehenen Groen sich auf einen an sich will- 
kiirlich angenommenen Vergleichsringschnitt mit dem Halbmesser r = 7, beziehen. 
Die Dichte des Membranmaterials sei dort m,, die Dicke y, und das auf die azimutale 
Langeneinheit bezogene axiale Schnittflachentrigheitsmoment J,. Ist ferner dort 7, 
der zugehorige Trigheitshalbmesser, so gilt 


: E J 
Ty = Qo * te? = Yo ty’ Hig: Ae Ela): roe (33a—d) 


Fir vr, kann im besonderen auch Null oder r, gewahlt werden. o ist durch (34b) er- 

klart. Es ist neben 7 als abhingig Verinderlicher als unabhingig Verinderliche ein- 
gefiihrt, indem der AuBenhalbmesser 7, als BezugsgréBe dient: 

Sed: ee WE os ae dn. @W Oi ba On 

Rte ee OR ees aia ~ dee Ct ai 


a a a 


da ee Oe (34a—f) 
(34a) bezieht sich ebenso wie (34b) auf die abhingig Verinderliche, deren doppelte 
Bezeichnungsweise in Abschnitt IV benétigt wurde. Die in (34f) definierte GréBe o 
(eine im allgemeinen sehr kleine Zahl, die dem bekannten ,,Schlankheitsgrad“ ver- 
kehrt proportional ist) bezieht den Tragheitshalbmesser des Vergleichsquerschnittes 


auf den AuBenhalbmesser und ist cin Ma® fiir das Flachentragheitsmoment J. Wird 


® Sie behandeln die Schirmschwingungen von Kreisringmembranen bei homogenem und 
inhomogenem statischem Spannungszustand und unter allgemeinen Bedingungen. Dabei wird 
sich auch eine weitere willkommene Kontrolle aller hier gewonnenen Resultate ergeben. 
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schlieBlich noch ein dimensionsloser Eigenwert u eingefiihrt und ebenso eine dimensions- 
lose Verhiltniszahl «, fiir die Masse je Lingeneinheit M, des Halteringes und x, 
fiir dessen elastische Lagerung gemi® 
ke My Yu To? M kat, 
ae “5 _ — Og = My oe te carceer (35a—c) 
so lassen sich, wie im folgenden angegeben ist, alle bisher gewonnenen Beziehungen 
sehr iibersichtlich in dimensionsloser Form angeben. Die GréBe «, in (35b) gestattet 


eine sehr anschauliche Deutung, wenn man Ziihler und Nenner mit 2 %,% multi- 
pliziert: 


Ks bedeutet dann «, das Verhiiltnis der ganzen Ringmasse zur doppelten Masse 
einer zylindrischen Scheibe, die zur Grundfliche die Membranfliche und zur Héhe 
und Dichte die Dicke der Membran und ihre Dichte im Vergleichsringschnitt besitzt. 
Ebenso ist x, anschaulich zu deuten als Verhiiltnis der auf die azimutale Lingeneinheit 
bezogene elastische Riickfiithrungskraft bei einer Auslenkung gleich dem Membran- 
halbmesser zur ebenso bezogenen Membranspannung S. 


Wie man leicht errechnet, nehmen nun die Differentialgleichung (12) sowie die 
Randbedingungen (13a, b) folgende einfache Gestalt an: 


d dy \ d dy : CRN aa a 
dg (2 i) ray G dg (Lea) Ken): (Ze) = 0% 
‘dy dn 
(St). = %aNa =U lo Ha I, eal = a ma . 
Statt (36c) kann man die dynamische Randbedingung auch in der Form schreiben: 
(3), a — UC Mala) + a (4a — UO) = O. (36c) 
Aus (31) folgt zunichst mittels der Einfiihrungen (33) bis (35): 


(36a—c) 


ul ee d 
rile) =pm, Ky, 0%e% ta — 5 ay (6 ol So ore ge) 
oder ‘ : 
Sea d n 
rH (r) = my Yotd WK 0 — me Yor gy (ul oe] = My Yolo Kon G de (ule ZI: 
(37) 


Andererseits folgt aus dem Kern K(r, t) in (32), nachdem man dort Zahler und Nenner 


durch S geteilt und n= durch — Ino usw. ersetzt hat: 


1— x,Ing + u (%_ In 9 — og 1q) fiir Nr eek 
K(o,7) = Dies ie 
Q, 1—xglnt + u(%gnt—otgla) gi o<t<il. 


Mg —U XK 


Fiihrt man nun (37) und (38) in die Integrodifferentialgleichung (32) ein, so erhalt 
man diese in dimensionsloser Form zu: 
1 


no) = © | K(o, 2) (u(r) K(x) en(x) — 0 ela) Le) 2 | fa. (39) 
0 
Mit der Abkiirzung . as 
Hc) = p(x) K(x) t (0) — 0 ye (ala) 1) 2 Ge (37a) 


Ingenieur-Archiy X/2—3 15 
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kann man (39) mit (38) kiirzer in der Form schreiben: 
1 
n(o) = \ K(Q, t)- H(z) dr. (39a) 
0 
Ausfiihrlicher geschrieben hat man fiir (39a): 


@ 
Lit xgilit eit (oa Ne Paola) ey Oy iets 


4(9)= «| \ Yq —U Og 
0 
1 
1—x, Int + w (a mt — o pg I,) H(t) dr\. (39b) 


%g— Ut Oe 
Q : 

Durch fortgesetztes Differenzieren kann man auch aus (39b) wieder zur Formulherung 
des Eigenwertproblems der Gl. (36a bis c) zuriickgelangen, was hier unterbleiben kann. 


Auch die friiher unterschiedenen Fille a bis c lassen sich nun leicht in dimensions- 
loser Form darstellen. 


1 
a) 6.==.0s ng) =| Kalo, t) m(t) K(t) t y(t) dt mit | 
0 
[Lian et oth od Ie vig See) (40) 
e ee %q—U XK 
a(Q, T i 1l—x,Int+uoa,Int fir g<r<l. 
%q —U XK 


Aus (36a bis c) erhalt man analog mit o = 0: 
d_( dy Pgs aan ad Opie as a 
ae (eae) tue Ken=0; (Z),=0: (Ze), tenet oan (40a—e) 


b) Setzt man in (40) und (40c) tiberdies noch «, = 0, wie es der Vernachlassigung 
der Masse des Fassungsringes entspricht, so erhailt man: 
1— x, me 


fir 0<1t<oe 
ze . 


s(t), + ¥atte= 0. | (41) 


K,(Q, 7) -| ‘ 


i1—-«,Int 


rae 20S 1 
%q 


c) LaBt man in (41) auBerdem x, gegen co gehen, wie es fester Lagerung ent- 
spricht, so folgt als dimensionslose Darstellung des Musterkerns fiir Schirmschwingungen : 


Ve fice. tir 0 S7¢S0 0} ‘“ 
i eal ee fin ip: Seti ks Sie Wh (42) 


Die Differentialgleichung (40a) und die Randbedingung (40b) bleibt in allen diesen 
Fallen ungeindert. Weitere Spezialfille sollen spiterhin behandelt werden®. 


Um gewisse wichtige und allgemeine Higenschaften des vorliegenden Eigenwert- 
problems zu erweisen, mége mit E. Kamke® der Differentialgleichung (12) die Gestalt 
gegeben werden: 


F(n) = uG(n); F(n) =’ (—1Y [f,(o) n (e)]; Gn) =3(-1) [9.(e) n (@)]™, (438) 


wobei im allgemeinen n < m und f,,(e) + 0; 9,(@) + 0 im Intervall <0:1> sein sollen. 
Man erkennt aus (43), da& F und G lineare, homogene, selbstadjungierte Differential- 


° EK. Kamke: Uber die definiten, selbstadjungierten Higenwertaufgaben bei gewéhnlichen 
linearen Differentialgleichungen. Math. Z. 46, 231—250, 251—286 (1940). 
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ausdriicke sind, deren Funktionen a und g, als reell und »-mal stetig differenzierbar 
vorausgesetzt sind. Die Differentialgleichung (12) in der Gestalt (43) lautet nun: 


ad / dn d d 
~ ae (2 Ge) =" "Ken —o-ge(u egg), 80 dan 
; : d d 
j= 1s jee O. 7) == 6, SOMME BADE wieder (0 a) (44) 


: d d 
M=1; g=uKeo; g,=culo, somit Gn) =nK on — og, (ule ge | 


Da n > 0 ist, gehdrt das vorliegende Problem’ zur Gruppe der ,,Allgemeinen Eigen- 
wertprobleme*. Sind dann v(e) und w(e) in <0-1> zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen, die auferdem die Randbedingungen (36b, c) erfiillen, wie etwa fiir 
konstante Dicke (K = 1) und Dichte (u = 1) 


v(o) = 2(1 — wo) + (xq — Uo) (1 — @), (45a) 
w(Q) = 3 (1 — wa) + (xq — wx) (1 — 03), (45b) 


die, allerdings im engeren Sinne, wenn nimlich. der Eigenwert nicht in den Rand- 
bedingungen und daher auch nicht in der Greenschen Funktion des Problems enthalten 
ist, EK. Kamke® ,,zulassige Funktionen‘, L. Collatz? jedoch ,,Vergleichsfunktionen“ 
nennt, so erkennt man, da die Bedingungen der Selbstadjungiertheit : 


1 1 
| [vu F(w) — w F(v)]do = 0; | [vG(w) — wG(v)|do = 0 (46a, b) 
0 0 
erfiillt sind, denn nach (44) erhailt man aus (46a): 
1 1 
3 ; dw dv dw dv ji 
| [v F(w) — w F(v)] do = -| wd(o =) —wd(¢ =) =— po Ge — eget 


+ Se ae — ae ae 
ae do do do do 


de= = |(v$8)—(wiel 0 


denn an der unteren Grenze 9 = 0 verschwindet der verbliebene integralfreie Term 
auch wegen (36b). Wegen der dynamischen Randbedingung in der Form von Gl. (36c) 
folgt aber 


dw U %q —% 

Foal ok Par rer an 
und genau derselbe Ausdruck folgt fiir w,{ 5), Ebenso ergibt sich aus (46b), da 
auch hier nur der integralfreie Term verbleibt: 

1 

\ ‘dw dw 

| [vG(w) — wG(v)|de = — onal, (e),— (wi), 

0 
wie oben. Aus der eben bewiesenen Erfiillung von (46a, b) erschlieSt man die ver- 
allgemeinerte Orthogonalitét der zu zwei verschiedenen Higenwerten uw; und u, ge- 
horigen Eigenfunktionen 7; und 7,, die mit Beachtung von (44) im vorliegenden 
Falle lauten wird’: 


1 1 d al 
\ ne ge (0 GE) de = 0; | ne |u K one — 0 gy (uLo-Gt)| do = 0. (47a, b) 
0 0 


7 L. Collatz: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen, insbesondere 8S. 46. 1949. — 
R. Zurmiihl: Praktische Mathematik, VIII. Kapitel: Rand- und Eigenwertaufgaben, 8. 376—474. 


1953. 
15* 
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Es soll nun weiterhin gepriift werden, unter welchen Voraussetzungen das vor- 
liegende Eigenwertproblem eigentlich definit oder definit im engeren Sinne (Be- 
zeichnungsweise von E. Kamke*) bzw. volldefinit ist (Bezeichnungsweise von 
L. Collatz?). Hierzu ist nach L. Collatz? die Erfiillung der Ungleichungen fiir jede 
Vergleichsfunktion v(¢@) 


1 1 
juF(v)de>0; \vG(v)de>0 (48a, b) 
0 0 


erforderlich. Aus (48a) folgt mit Riicksicht auf (44): 
1 
dv 


[>Pede = —\va(e $2) =—[ro th + | of de — u(t) (del ee 
0 


Wegen (36c) kann hierin der integralfreie Term auch so umgeformt werden: 


dv M%q —U% 
we 2 eg eg 2 a 0 
vale) Yo 1 UC Ua ie 


wihrend er an der unteren Grenze ersichtlich verschwindet. Es bleibt somit®: 


1 


1 
jor de = 02 fas + | 0 (3) do. (49a) 


Den integralfreien Term in (49a) muf man, wenn man sich von der oben erwahnten 
Beschrankung frei macht, als den zu F(v) gehérigen ,,Dirichletschen Randteil“ be- 
zeichnen. Analog erhalt man aus (48b) mit (44) 


1 1 i ; 
| Ge) do— | vn K evde—o|vd(utege)—=|nK evtde—alpnt eget 


tolwte(de)ie 
0 


Hier verschwindet der integralfreie Term wieder an der unteren Grenze 0 und 
die abermalige Anwendung von (36c) ergibt schlieBlich®: 


1 1 1 

9 ip - . d 2 

(0G) do—opeloed tae ae + \uK ovtde +\ulo(5) do. (49b) 
0 0 0 > 


Der integralfreie Term ist hier der zu G(v) gehérige ,,Dirichletsche Randteil‘‘. Da 
in (49a, b) die Integrale und ebenso die Vorfaktoren der integralfreien Terme wesent- 
lich positive GroBen sind, so ist das EKigenwertproblem sicherlich volldefinit, wenn 
es der Bruch in (49a, b) ist, das heiBt wenn mit «, = o = 0 die Ringmasse vernach- 
lassigt und die Rotationstrigheit nicht beachtet, hingegen die elastische Lagerung 
des Spannringes in Betracht gezogen wird. Dann aber tritt der Kigenwert in den 
Randbedingungen und in der Greenschen Funktion nicht auf, das heiBt das Eigen- 
wertproblem gehért dann wegen f, = 0, g, = 0 in (44) zur grofen und weitgehend 


§ Ks ist natiirlich zur Ermittlung der (stets positiven) Integrale in (49a, b) nicht notig, jedesmal 
die partielle Integration durchzufiihren, sondern man kann sich hierzu der von L. Collatz, a. a. O. 
S. 54 angegebenen Formeln bedienen, die hier lauten (m =n = 1): 


1 ™m Lf oe 

d’y \2 M =a) a’y \2 
hae (sr) do fir F(v) und | > (a) do fiir G (2). 
0v=0 Or=0 
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untersuchten Gruppe der K-definiten Probleme**. Welche Rolle die aus (49a, b) sich 
ergebenden Schranken 


ys 06 ry es 1 

- IS era (50a, b) 
fur das allgemeine Problem spielen, kann hier nicht untersucht werden. Es ist jeden- 
falls bemerkenswert, da auch im allgemeinen Falle die durch (46a, b) erklairte Selbst- 


adjungiertheit erhalten bleibt. 


VI. Die strenge Frequenzgleichung fiir die Membran gleicher Dichte und Dicke 
Kontrolle durch das Verfahren von W. Ritz. Durchrechnung einiger 
Beispiele 


Im vorliegenden Falle ist »=J—=K-=1. Damit gehen die Differential- 
gleichung (36a) und die Randbedingungen (36b, c) iiber in: 


ce] Bs) Oey (dn . (an 
(1 — uo) da (c ae) +uno=0; (1—wu0) eae (U &a — %a) a3 ge 0. (5la—c) 
Die Entwicklung von (51a) ergibt: 
d?y 1 dy U 
do? o de si eC Ca ie 0. (ba) 
Fihrt man in (52) die neue unabhiingige Verinderliche 
| aaa Esa 
Sal anes (53) 
ein, so laBt sich (52) leicht umformen in: 
d? d 
Pee eign ct oO: (54) 
Der Vergleich von (54) mit der Besselschen Differenzialgleichung® 


eT 4 eal 4 (@— 8) =0 


zeigt, da im vorliegenden Falle, der die Facherschwingungen auBer Betracht labt, 
der Parameter » = 0 ist. Vom vollstaéndigen Integral von (54), namlich von 


n = C,I,(E) + C2 Yo(é) 
ist aber bei der Vollmembran bekanntlich bloB der erste Term brauchbar, da Y (é&) 


fiir 9 = = 0 gegen unendlich strebt. Mit Riicksicht auf (53) lautet also im vor- 
liegenden Falle die Losung von (54) ohne die Konstante c, 


n=J@)=Jo(o az): = —Vrtae Fale aes) 80, ») 


(55b) wurde aus der bekannten Beziehung 

d 

Fz Told) = — SlE)” 
gewonnen. Die Anpassung an die Randbedingung (51b) fiir @ = 1 [die Rand- 
bedingung (51c) fiir 9 = 0 ist nach (55b) ohnehin erfiillt, da J,(0) = 0 ist] ergibt 
die Frequenzgleichung : 


rod yee) Vel — a0) J, Gz) — 4 = 0. (56) 


8a L. Collatz, a. a. O. S. 58. 

® Man vgl. etwa P. Schafheitlin: Die Theorie der Besselschen Funktionen, 8S. 7, Gl. (1). 
1908. 

10 P, Schafheitlin: a. a. O., S. 16, Gl. (la). 
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Fiir nicht beachtete Rotationstrigheit folgt aus (56) mit o = 0 
eR Cae MAU ane (56a) 
Vernachlissigt man auch die Masse des Spannringes, so folgt aus (56a) mit «, = 0 
taJ (Vu) —Vu Ji(Vu) =. (56b) 


Ist der Spannring fest gelagert, so folgt aus (56) mit %,—> co: 


iV) =0 (56c) 


und fiir nicht beachtete Rotationstragheit aus (56c) mit o = 0 die schon seit langem 
bekannte Frequenzgleichung"! Ly 
J o( /u ) ==0, 


die natiirlich auch aus (56a) oder (56b) fiir x, — co hergeleitet werden kann. Die 
Eigenwerte u in (56b) bilden eine unendliche Folge und man erkennt, da sich die- 
selben fiir héhere Oberschwingungen den Nullstellen der Funktion J,(|/w ) nahern. 
Ist aber «, + 0, so liefert (56a) eine endliche Folge von Eigenwerten in Uberein- 
stimmung mit (50a), die um so eher abbricht, je groBer «, und je kleiner x, ist, wie 
die Tab. 1 zeigt, in der die Frequenzgleichungen (56a, b) fiir die angegebenen Zahlen- 
werte von «, und x, ausgewertet worden .sind. 


(56d) 


Tabelle 1. Die nach den angegebenen strengen Frequenzgleichungen ftir die 
mitgeteilten Zahlenwerte von a, und x, berechneten Eigenwerte uw, 


a&q xq Gl. Nr. Uy Us Us Ug Us Us 
0 10 (56b) 4°752 25°200 63°310 119°603 | 194°826 289°336 

10 (56a) 2928 = = a= | = ore 

1 100 (56a) 5214 = Ke og = a 

1000 (56a) 5°720 31°446 70°345 157°613 | 190°838 — 


Fir «, = 1 und x, = 10 bzw. 100 existiert somit nur je ein reeller und positiver 
Kigenwert, fiir «, = 1 und x, = 1000, ein Fall, der sich den praktischen Gegebenheiten 
sehr nahert, existieren 5 reelle und positive Eigenwerte. Die zugehérige Schranke 


u’ S 1000 nach (50a) liegt also sehr hoch und ist also, sofern ihr tiberhaupt Bedeutung 
zukommt, entsprechend ungenau. 


Um die in Tabelle 1 enthaltenen Zahlenwerte zu kontrollieren und zugleich einfache 
Formeln zur Verfiigung zu stellen, die wieder fiir kompliziertere Falle zur Kontrolle 
dienen konnen, seien die beiden ersten HKigenwerte fiir nicht beachtete Rotations- 
tragheit und vernachlassigbare Masse des Fassungsringes im Falle der Membran 
konstanter Dicke und Dichte nach dem Verfahren von W. Ritz berechnet. 


! Man vgl. etwa K. W. Wagner, Hinfiihrung in die Lehre von den Schwingungen und 
Wellen 1947. Dort (8S. 395) findet man die Frequenzgl. (460g): J, (2) = 0. Fir Schirm- 


schwingungen ist p = 0, ferner ist in unserer Bezeichnungsweise R =r, und w = |/ —, wo bl 
lb 


die Masse der Flacheneinheit, somit 4 = m» = yu ist. Es bleibt also, da o = k ist, die Frequenz- 
; krg .—— ke? mv Yo ¢2 — 
gleichung: J, (Ae Vm yo ts (\/ me gota = 0 oder Jy (Vu) = 0. 


VS 
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Im allgemeinen Falle erhilt man nach Einfiihrung dimensionsloser GréBen gemaf 
(33) bis (85) nach einfacher Rechnung fiir die Amplitudenfunktion W(r) [man vgl. 
hiemit die speziellere Gl. (18)]!?: 


o(L; ons L,) ia 
1 


a 
=6J = o{\ (st) ede + %aNa — w| | [uK on? tout e(st) |do th wa e|\ = 0. (57) 
) 


0 


Setzt man hierin, wie oben gefordert, o = «, = 0 und w» = K =I = 1, so folgt: 


1 
oF = d{\ (Ze) ede + mond —u | edo} =0, (57a) 


Die Ansatze (45a, b) vereinfachen sich mit o = «, = 0 und der Bezeichnung 7, und 7, 
statt v und w zu: 


ni(@) = 2 + xq (1 — @) mit 7,,=—2; (0) = 3+, (1 — 0%) mit 4,..=—3. (58a, b) 
Geht man nun mit der Linearkombination 


N = %&1 1 + He No (59) 


in das Integral J von (57a) ein, so erhalt man: 


* 


J =(F4—wA)o2+2(F_—uB) «, % + (Fo —uC) «2, worin 


Peta yt: F 6 x, rd Fo = 9% +> H83 
(60) 


1 
== (12+ 6x,+%3); B= +5 ae (420 + 189 x, + 27,2); 


1 
C = ZF (180 + 72% + 9%,2). | 


Hiermit ist das Variationsproblem auf ein gewohnliches Max.-Min.-Problem zuriick- 
gefiihrt und die Erfillung der notwendigen Gleichungen 

at : ad 

ee ahs laa (61) 


OX, 


ergibt nach (60) zwei hinsichtlich «,, «, lineare und homogene Gleichungen, deren 
verschwindende Systemdeterminante fiir w die quadratische Frequenzgleichung: 


(40 pi — (AP, 2 BF, + OF i)u Glo Fy) =0 (62) 


liefert, die fiir die beiden ersten Eigenwerte u,v, obere Schranken ergibt. In der 
Tabelle 2 sind die beiden Wurzeln von (62) so bezeichnet. 


Aber man kann auch unabhingig von (62) sehr scharfe Naherungen an die beiden 


12 Die Arbeit L, der eee nau Seeatie ist nach Abb. 1 wohl negativ, da 7’, der Auslenkung w 


und dM, der Winkelbeschleunigung w’ entgegengesetzt gerichtet ist. Da aber nach (10) P= —heT 
ist, verbleibt schlieBlich fiir DL, der positiv genommene Trem mit w in (57). 
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ersten Kigenwerte ermitteln. Zunichst erhaélt man drei grébere Naherungen w,, 
Up, Uo durch Nullsetzen der Linearausdriicke in (60): 


F4 FB Fo 
w= WZ w= Ro tee (63a—c) 


Hierin stellen wu, und wg obere Schranken an den ersten Eigenwert dar, wie es dem 
Ritzschen Verfahren entspricht, wahrend wg sowohl iiber als auch unter demselben 
liegen kann. Aus (63a bis c) kann man nun auf konstruktivem Wege'* oder auf 
rechnerischem Wege mittels der Formel'*: 


an UA UC — UB? (64) 


1" ua + up— 2 ue 


die sehr scharfe Niherung w, erhalten, die gewohnlich besser ist als w, nach (62). Ebenso 
erhailt man eine sehr gute Naherung w, an den zweiten Kigenwert mittels der 


Formel?®: 
_ A*Fgo—2ABFe+ BPs 
aw A (AC — B?) , 


(65) 


die die Auswertung der quadratischen Gl. (62) erspart. In der untenstehenden 
Tabelle 2 sind die Ergebnisse nach (62) bis (65) fiir den angegebenen Wert von ~x, 
samt den beziiglichen Gleichungsnummern eingetragen. 


Tabelle 2. Die nach den angegebenen Gleichungen naherungsweise nach W. Ritz 
berechneten beiden ersten Higenwerte der Schirmschwingungen der elastisch 
befestigten Kreismembran 


Oe MELA A UA AC— B? U, (64) Uy 
Fz (60) B (60) up (63) |AFo—2BFeR+ CF 4 (62) (62) 
%a Fo C UC F4Fo—Fpz Uz (65) Uy 
140 28°6 4°884 9°382653 
0 4748 | 4°752 
180 35°785714 5°030 297°142858 
10 26°786 | 26°918 
240 45 5°333 1200 


Die Ubereinstimmung mit den Werten uw, und uw, der 1. Zeile der Tabelle 1 ist 
sehr gut. 


Fiir die Falle «, + 0, o + 0, bei denen also der Kigenwert in den Randbedingungen 
auftritt, sollen spaterhin Naherungsverfahren angegeben werden, die auch die 
Integrodifferentialgleichung des Problems ausniitzen'’, 


8 Man vgl. hierzu das Buch des Verf.: Die kritischen Drehzahlen wichtiger Rotorformen, 
1935, 4. Abschnitt, S. 20—26, insbesondere auch die Abb. 9 und 10 auf S. 22 und 23. 


4 A. a. O., Anm. 13, dortselbst Gl. (45), 8S. 22. Dort ist durch Gl. (46), S. 24 auch gezeigt, 
daB stets wu, > uy, ist. 


16 A, a. O., Anm. 13, ist unter Gl. (46a), S. 24, eine weitere Naherungsformel fiir den zweiten 
Kigenwert angegeben. Vorstehende Formel (65) ist in der in FuBnote 2 erwahnten Arbeit des 
Verf. begriindet worden und dort unter (53), S. 365 angegeben. 


16 Auch Membranen mit achsensymmetrisch verinderlicher Dichte oder Dicke sollen in 
spateren Arbeiten untersucht werden. 


(Hingegangen am 12. Marz 1956) 
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(Aus dem Institut fiir Hochfrequenztechnik der Technischen Hochschule in Wien) 


Kinetische Energiedichte und kinetischer Leistungsflu8B 
in Elektronenstrémungen 


Von H. W. Konig 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Mit Hilfe des kinetischen Leistungsflusses 1a Bt sich der Energieaustausch 
zwischen einem Elektronenstrahl und seiner Umgebung in einfacher Weise formulieren. 

Die Abweichungen zwischen linearer und nichtlinearer Theorie werden am kinetischen Leistungs- 
fluB né&her untersucht. 


Kinleitung 


Elektronenréhren der Mikrowellentechnik arbeiten zum Teil mit einem Elektronen- 
strahl, der iiber ein geeignetes Steuerorgan vom Hochfrequenzfeld beeinfluBt wird. 
Von der Steuerstelle geht eine elektronische Geschwindigkeitswelle aus, die sich 
entlang des Strahles in eine Raumladungswelle umwandelt, so da an einer entfernteren 
Stelle dem Strahl eine verstiirkte Hochfrequenzleistung entzogen werden kann. Der 
hochfrequente Leistungsgewinn hat sein Aquivalent in einer entsprechenden Abnahme 
der mittleren kinetischen Energie, mit der die Elektronen auf die Anode treffen. 

Im allgemeinen sind die Energieverhiltnisse im Inneren des Strahles recht ver- 
wickelt und — wie Verfasser gezeigt hat! — lokal so verschieden, daB in gewissen 
Zonen Feldenergie aus der kinetischen Energie entsteht (Verstirkerzone), in anderen 
Bereichen dagegen Feldenergie in kinetische Energie tibergeht und aufgebraucht 
wird. Hs ist daher zweckmafig, die lokalen Energieverhiltnisse in der Elektronen- 
str6mung naher zu untersuchen. 

Der UmwandlungsprozeB von Feldenergie in kinetische Energie und umgekehrt 
wird durch die bekannte Energiebeziehung 

div + = 36 (1) 
geregelt. Die linke Seite der Gleichung enthalt die charakteristischen GroBen des 
elektromagnetischen Feldes, den Leistungsflu&8 © (Poyntingscher Vektor) und die 
Energiedichte w. Die rechte Seite gibt an, ob an der betrachteten Stelle Feldenergie 
entsteht oder verschwindet. Werden die Elektronen gebremst, dann hat das skalare 
Produkt — ©, aus Stromdichte } und elektrischer Feldstarke € gebildet, einen 
positiven Wert, es entsteht also Feldenergie aus kinetischer Energie. Werden die 
Elektronen hingegen beschleunigt, dann ist — € negativ, Feldenergie ver- 
schwindet und kinetische Energie entsteht. 


I. Energiebilanz 


Louisell und Pierce? haben fiir eindimensionale Elektronenstromungen 
(Elektronenstrahlen) gezeigt, daf’ man durch Einfiihrung zweier mechanischer Begriffe, 
der kinetischen Energiedichte (kinetic energy) und des kinetischen Leistungsflusses 
(kinetic power flow), der rechten Seite der Gleichung eine zur linken Seite symmetrische 
Gestalt geben kann. 

Bauer? hat diese Formulierung kiirzlich erweitert und auf drei Dimensionen 
ausgedehnt. Bei dem im folgenden wiedergegebenen Gedankengang werden 


1H. W. Konig: Selbsterregung von Triodenschaltungen im Ultrakurzwellengebiet. Wiss. 


Veroff. aus den Siemens-Werken 20, 10—27 (1941). . 
2 W. H. Louiselland J. R. Pierce: Power Flow in Electron Beam Devices. Proc. I. R. E. 48, 


425—427 (1955). : ° 
3 Nach einem im Rahmen der Fachtagung ,,Mikrowellenréhren™ am 18. November 1955 in 


Darmstadt gehaltenen Vortrag. 
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Elektronengeschwindigkeiten |u| <c vorausgesetzt, so daB die Geschwindigkeits- 
abhingigkeit der Masse m vernachlassigt werden kann. Aus der kinetischen Energie 


eines Hlektrons =" uw erhalt man die in der Volumseinheit enthaltene kinetische 


Energie durch Multiplikation mit der Elektronenzahl (— o/e). Man wird daher sinn- 
gemiB die GroBe 
A nly a (2) 


als kinetische Energiedichte bezeichnen. Den kinetischen Leistungsfluf definieren 
wir durch 


S, = wy w= — Ze (eu): w. (3) 
Mit dem Konvektionsstrom 
v= 00 (4) 
findet man auch 
6,=-s5° 9 u. (5) 


Aus dem Lorentzschen Kraftansatz 


m= — e{E +19 (u x 9)} 


ergibt sich durch skalare Multiplikation mit (4) 


d o 
mou: = —eSG. (6) 
Mit 
1 
Hae +g otad vt — (u x rot 11) 


bekommt man 


du ou ou 1 ou? 1 
Quy = OMG, Ting, Bad = 5 On Tg eee 


oder 
1 


du o I ee Lien 
OM TS ope (Ot) — gle + re adi grad u?. 
Ersetzt man 8 gemaB der Kontinuitiitsgleichung durch (— div 3), so wird 


du 1 re) 1 : ra) i eee. 
eu a= 3 a (ou) + a {tw div.3 + 3 grad u?} = > | (e u*) + | div (5 uv). 


Mit den Gin. (6), (2) und (5) erhalt man also 
VE = Giv S, -+ —s 


— 


womit Gl. (1) tibergeht in 
div (S +©,) +4 (w + w,) =0. (7) 


Eine besondere Vereinfachung dieser Energiebeziehung erhalt man bei periodischen 
Vorgiingen, wenn man zu den durch einen Querstrich gekennzeichneten zeitlichen 
Mittelwerten tibergeht. Es ergibt sich 


div (S + G,) = 0. (8) 


Durch Integration tiber eine geschlossene Flache findet man fiir die in dem ein- 
geschlossenen Volumen produzierte Wechselstromleistung 


P =bSdf=— bG,d. (9) 


Der Vorteil dieser Darstellung wird deutlich, wenn man — wie in vielen Fallen — 
eindimensionale Elektronenstromungen untersucht. Hat der Elektronenstrahl 


Kinetische Energiedichte und kinetischer LeistungsfluB in Elektronenstrémungen 223 


den Querschnitt F und tritt er an der Stelle z = 0 in die Hiillflache ein und_ bei 
=a wieder aus (Abb. 1), so bekommt man fiir Gl. (9) 


P = > S df = F [8,(0) — S,(a)}. (10) 

Der Elektronenstrahl kann mit dem uo 
Aufenraum durch beliebige Ele- 
mente hochfrequenzmibig gekoppelt 
sein. In Abb. 1 ist beispielsweise der 
Strahl mit einer wendelférmigen 
Leitung umgeben (Wanderfeldréhre), 
welche das Kopplungselement zum 0 a 
AuBenraum darstellt. Der elektro- Abb. 1. Zur Energiebilanz 
magnetische Leistungsflu8 S hat bei 

Kopplung des Strahles mit dem AuBenraum nicht nur eine axiale Komponente, sondern 
vor allem transversale Komponenten. Uber Gl. (10) wird die Berechnung von P ohne 
die meist umstiandlichere Ermittlung der transversalen Komponenten des Poynting- 
schen Vektors erméglicht. 


Hilitiiche XP Strahl 


Z 


II. Lineare und quadratische Theorie der eindimensionalen Strémung* 


Wegen des nichtlinearen Charakters der Differentialgleichungen bereitet auch 
das eindimensionale Strémungsproblem erhebliche Schwierigkeiten. Es ist daher 
tiblich, die durch die Wechselstromerregung mit der Frequenz w hervorgerufenen 
Abweichungen vom stationéren Zustand (Index 0) durch einen Stérungsansatz zu 
beriicksichtigen. Wir machen fiir die Elektronengeschwindigkeit und fir den 
Konvektionsstrom einen quadratischen Ansatz 


U = Up + Uy + Ua, (11) 
J=J, +d, +d. (12) 
Infolge Erregung des Systems mit der Frequenz w sind uw, und J, lineare Funktionen 
von sin (wf + qg), also ist vu, = 0 und J; = 0. Die Groen u, und J, hingegen sind 
quadratische Funktionen von sin (wt + y), sie ergeben die Oberschwingungen von 
der Frequenz 2 » und im allgemeinen einen zeitlich konstanten Anteil. Zur Bestimmung 


von S, hat man nach (5) den Ausdruck J: w? zu bilden, der bis zu Gliedern zweiter 
Ordnung folgende Anteile enthalt: 


J 9 Ue + U2 I + Ur? IT, +59 Uy? + 2ZUp Sq Uy + 2 Up So Ug + 2 Uy Sy Uy. 


Durch Mittelwertbildung und Weglassung des hier nicht interessierenden stationaéren 
Gliedes J, u,? ergibt sich 

J UW = 2 Ug), Uy, TI Uy? + 2 Ug Jo tg + Ue Jo: (13) 

In der linearen Theorie mit wu, = 0 und J, = 0 bleiben nur zwei Storungsglieder 


bestehen ny , 
FU? = 2 Ug dy Uy + Jo Us". (14) 


In diesem Fall bekommt man aus (5) 


y+ Uy. (15) 


i Ei 
Sx = Te Mo th 2e 


4 Nach einem Vortrag des Verfassers anlaBlich der Darmstiidter NTG-Tagung vom 18. No- 
vember 1955. 
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Fiir die durch eine elektrische Doppelschicht erregte freie Raumladungswelle sind 
die Strémungsverhiltnisse der Energie in Abb. 2 dargestellt. Da hierbei bekanntlich 
der erste Term unabhangig von z verschwindet, bleibt ein Energiestrom 


pd a pa 
Doppelschicht S,; = — oie: ds Bee: iG) 


iibrig. Seine lokale Verainderung ist 
wegen des Bestehens der Divergenz- 
beziehung (8) mit einem zum Strahl 
transversalen elektromagnetischen 


Energieflu8B G gekoppelt. In dem 
links gezeichneten Strahlvolumen 
tritt elektromagnetische Energie 
nach auBen, beim rechts dargestell- 
ten Volumteil strémt sie in den Strahl 
hinein. Der aus der Doppelschicht 
Abb. 2. Energiestrémung der freien Raumladungs- austretende kinetische LeistungsfluB 
welle nach der u-linearen Theorie mu8 von dem Steuergenerator auf- 
gebracht werden. Nach der linearen 
Theorie erfolgt also der Steuervorgang mittels Doppelschicht nicht leistungslos. 
Im allgemeinen wird jedoch eine andere lineare Theorie? benutzt bei, der namlich 
an Stelle des linearen Stérungsgliedes von w das lineare Storungsglied von wu? heran- 
gezogen wird. An Stelle von (11) mit w, = 0 tritt 


WU + DU Uy. (11a) 
Dieser Ansatz entspricht der Beriicksichtigung des linearen St6rungsgliedes der 


Spannung an Stelle des linearen St6rungsgliedes der Geschwindigkeit. Auf dieser 
Basis ergibt sich fiir (15) 


8, = — uy J uy. (15a) 


Fir die freie Raumladungswelle wird also 


S;, =, 
das heiBt, die Doppelschicht arbeitet leistungslos. 

Man kommt also in der linearen Betrachtungsweise zu verschiedenen Ergebnissen, 
je nachdem, welche lineare Theorie Anwendung findet. Die ,,u?-lineare Theorie“ 
beriicksichtigt nur das erste Glied von Gl. (13), die ,,w-lineare Theorie“ enthalt bereits 
zwei Terme und erst die quadratische Theorie mit vier Gliedern kann die erste ver- 
laBliche Naiherung fiir die Berechnung der Leistungsbilanz liefern. Beschrinkt man 
sich hierbei auf Anordnungen, bei denen der Mittelwert des Stromes J durch den 
Steuervorgang nicht beeinflu8bar ist, dann folgt aus Gl. (12) wegen J = J, un- 
mittelbar J, = 0. Diese Verhiiltnisse hat man in allen Fallen, in denen die Elektronen 
erst nach dem Verlassen der Kathode dem Steuervorgang unterworfen werden 
(Elektronenkanone). Man hat diesen Fall auch bei der Raumladungsdiode, wenn sie 
im Leerlaufzustand betrieben wird, jedoch nicht im KurzschluBzustand. Im Kurz- 
schluBfall liefert das Glied u,? J, einen erheblichen Beitrag zur Richtleistung und J, 
gibt gerade den KurzschlufBrichtstrom an. Den Richteffekt an Raumladungsdioden 
hat Beck® eingehend untersucht. Betrachtet man den Fall J, = 0, dann enthilt 
auch die quadratische Theorie nach Gl. (13) nur noch drei Terme 


ems, be: Jw = 2Uy J, Uy, +S u? + 2u, Fy tte (17) 


° ‘K. H. Beck: Diodengleichrichtung bei Zentimeter-Wellen. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 
12—33 (1951). 
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Im speziellen zeigt die Rechnung fiir die in Abb. 2 dargestellte Steuerstrecke (im 
Grenzfall des Plattenabstandes Null als Doppelschicht bezeichnet), daB wu, <0 ist 
und damit die mittlere Geschwindigkeit 


U= Uy + Up 

durch den Steuervorgang herabgesetzt wird. Nach der quadratischen Theorie wird 
also das in der ,,w-linearen Theorie“ erscheinende zweite Glied von GI. (17) wieder 
teilweise kompensiert. Im Grenzfall der Doppelschicht wird die Kompensation 
vollstaéndig und man kommt so auf die einfache ,,u?-lineare Theorie‘ zuriick. In allen 
anderen Fallen jedoch tibertrifft in Gl. (17) das zweite Glied das dritte. Das hat zur 
Folge, da die Verluste der Raumladungsdiode immer groBer sind als nach der ,,u?- 
linearen Theorie“, aber kleiner als die ,,w-lineare Theorie“ ergibt. 


Ahnliche Untersuchungen, die sich auf die Abweichungen zwischen linearer und 
nichtlinearer Theorie beziehen, hat Walker*® angestellt. 


a Herrn Dr. H. Bauer, Telefunken G. m. b. H., Ulm, dankt der Verfasser fiir die 
Uberlassung seiner noch nicht veréffentlichten Ergebnisse. 


6 L. R. Walker: Power Flow in Electron Beams. J. Appl. Physics 26, 1031—1033 (1955). 


(Eingegangen am 7. Marz 1956) 


Uber die Gleit- und Sturzbewegung eines Flugzeuges 
bei grof®er statischer Stabilitat 


Von W. Miiller, Miinchen 
Mit 6 Textabbildungen 


Zusammenfassung. In der Arbeit wird die Gleit- und Sturzbewegung eines Flugzeuges bei 
konstantem Anstellwinkel betrachtet, wie sie angen&hert bei groBer statischer Stabilitaét vor- 
kommt. Ausgehend von dem stationdéren Gleitzustand werden insbesondere die kleinen tber- 
lagerten Storungen der Geschwindigkeit und des Bahnneigungswinkels, vor allem die Auswirkung 
dieser St6rungen auf die Bahnkurve des Schwerpunktes, untersucht. Liegt der Gleitwinkel unter- 
halb eines gewissen Grenzwertes, so erhalt man eine wellenartige Bahn, die mit der Zeit infolge 
der Dampfung wieder in eine gerade Gleitbahn tibergeht, waihrend bei grofem Gleitwinkel (dem 
Sturzflug entsprechend) die Bahn sich asymptotisch der Geraden annahert. Fir die Gleitbewegung 
wird auch noch der aus der Momentengleichung ableitbare notwendige H6ohenruderausschlag 
berechnet, der, ahnlich wie die Gleitwelle, nach Art einer gedaémpften harmonischen Schwingung 
sich andert. 


I. Einleitung 


Unter der dynamischen Stabilitiit eines Flugzeuges versteht man bekanntlich die 
Eigenschaft, da8 kleine Stérungen einer statilonaren Gleichgewichtslage infolge der 
im System selbst enthaltenen Krafte, einschlieBlich der Tragheitskrafte, von selbst 
eine Riickbildung erfahren, derart, daB die Wiederherstellung der dem Gleichgewicht 
entsprechenden GréBen entweder auf dem Wege einer gedimpften, also abklingenden 
Schwingung um die Gleichgewichtslage oder in Form einer aperiodischen asymptotischen 
Anniaherung an diese Lage erfolgt. 


II. Die Gleitschwingung 


Zur Veranschaulichung der Methode der Stabilitaétsuntersuchung wollen wir den 
Fall der Gleitbewegung bei konstantem Anstellwinkel betrachten, der angenahert 
bei groBer statischer Stabilitat zustande kommt?. Bei der unbeschleunigten stationaren 


1 Ich verweise hier auf die demniichst erscheinende 4. Auflage meiner ,,Hinfithrung in die 
Mechanik des Fluges‘‘ (Fachbuchverlag Leipzig). 
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Bewegung, die durch das Gleichgewicht der Krifte gekennzeichnet ist, beschreibt 
der Schwerpunkt eine gerade Linie, die gegen die Horizontale unter einem Winkel yy 
geneigt ist, der durch die Gleichung 


tg Yo = <2. (1) 
bestimmt ist, wo c, und c,, die dimensionslosen Beiwerte des Auftriebes und des 
Widerstandes bedeuten. Fiir den Krifteausgleich haben wir die Beziehungen 

Cw > 002 F = Gsin yy: Cay 0 V2 F = G cos 75 (2) 
oder in abgekiirzter Schreibweise 
ky V2 = 98iNYo; hav? =| C08 Yo. (2a) 
Fiir die beschleunigte, also gestérte Bewegung wird, wenn die vertikale Richtung 
nach unten als positiv angesehen wird, 
v=gsiny —kyv, | 


(3) 


vy =gceosy — k,v*. J 


Setzen wir nun v = v, + u, y = yp + 6 und behandeln die Abweichungen von dem 
stationiren Zustand, das heiBt uw und 6 als kleine GrodBen, so haben wir bei Vernach- 
lassigung der Glieder, die von zweiter Ordnung klein sind, 


sin y = sin (y, + 6) =siny, + dcosy9; cosy = cos (yp + 6) = Ccosyyp — O8IN Yo, (4) 
D=4, vy =(v, +u)d wv, 6, | (5) 
v= (vu, +u) xv? +29, U. | 
Benutzt man weiter die Beziehungen (2a), so gehen die Gl. (3) tiber in 
u—gdcosy, +2k,v,.u=9, 


v,6 +g dsiny, +2k,r,u=0. (6) 


Differenziert man jetzt die erste Gleichung nach der Zeit t, so ergibt sich nach 


Elimination von 6 und 6 und Benutzung von (2a) fiir wu die Differenzialgleichung 
zweiter Ordnung 


u=0 (7) 
von der Form 
“u+2bu +au=—O0, 
der iibrigens auch die GréBe 6 geniigt. Das ist eine lineare Differenzialgleichung 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren Lésung etwa durch den Ansatz 
U = Uy e—"* cos (wt — y) (8) 
dargestellt werden kann, wenn a — & =o gesetzt wird. 
Nun ist aber in dem vorausgesetzten Fall der Gleitbewegung b > 0. Es folgt also, 
daB sich fiir a > 6 die Groen w und 6 wie die Amplituden einer gedimpften, also 


mit der Zeit abklingenden Schwingung verhalten. Setzt man fiir a und b die Werte 
nach (7) ein, so erhalt man fiir die Frequenz und die Periode 7’ die Ausdriicke 


Ligh ge aaa Sig (docsey, aan 
oS ae //8 — 9sin Yo = al rand serak 


te RIE rt ee : COS Yo 
is w = 4a) kag (9 cos? yy — 1)° (9) 
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= also fiir Gleit- 


5 1° é A 
winkel y, < 70 entsteht. Wir wollen diese Bewegung als Gleitbewegung im 
engeren Sinne, die Bewegung mit y, > 70 als Sturzbewegung bezeichnen. Da die 


mittlere Geschwindigkeit v, ist, haben wir als Grenzwert fiir die Wellenliinge der 
Gleitbahn den Wert 


2 
Tyee, ut EL a SS ED (10) 
g V9 cos? yy —1 ka V9 cos? yy» —1 


Man erkennt daher, daB eine eigentliche Schwingung fiir cos y) > 


Die GréBe 6 hat im wesentlichen dieselbe Form wie die zusitzliche Geschwindigkeit w, 
das hei®t die entsprechende Schwingung hat die gleiche Frequenz und die gleiche 
Dampfung. Aus der ersten Gl. (6) ergibt sich mit (2a) 

aK Sd 
U4 2kyryu "3" 


A sas = : (11) 
g COS 7g g COS 175 


Setzt man den Wert (8) fiir w mit y= 0 ein, so findet man 


U oat 1 ; 
Be lene = preg ” [bcos wt — wsin wt). (lla) 
Daraus folgt dann weiter 
. ee ; 
ee |F bo sin ot — (508 + ot) cos wt], 
g COS Yo [3 3 12 
“eo 1 : 5 1 ‘M) 
= — o(o? — 5) sin ot b( a? + b) cos wt. 
g COS Yo 3 3 3 


Ill. Bestimmung der G@leitwelle 


Wir kénnen nun auch die wellenartige Gleitbahn des Schwerpunktes berechnen. 
Wenn die x-Achse horizontal und die y-Achse vertikal abwarts gerichtet ist, so wird 


dx = (v, + u) cos y dt = (v, + u) (cos yo — Asin yp) dt, (13) 


dy = (v, + u) sin y dt = (v, + u) (sin yo + 6 Cos yp) dé. 

Drehen wir das Achsensystem um den Winkel yo, so daB die neue x-Achse in die Gleit- 
linie des stationiren ungestérten Fluges fallt, so erhalten wir mit Hilfe der Trans- 
formationsformeln 

x’ = £COSYy + YSIN Yo, 

y’ = Y COS yp — TSIN Vg 
nach Hinsetzung der Ausdriicke fiir w und 6 und Vernachlassigung der kleinen Glieder 
zweiter Ordnung 

da’ = (v, + ue ~°* cos w t) dt, 


Ve Ug 
gJ COS Yo 


(14) 


dy’ = (vy. +u)ddt & ew & bcos mt — wsin w t) 


Benutzt man die bekannten Integralformeln 


—bt 
Bar losin ot — beosot], 
—bt 


C , e : 
|e sin wt dt = armas LRSOS, © t + bsin wt], 


| e-* cos otdt = 
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so ergeben sich fiir die Koordinaten folgende Ausdriicke: 


: b 
xz’ =v,t 4 ae e-tsin of +—(1—e® cos w ‘|, 
a w (15) 
, Ve Uo w? b —bt a 3 es 1 —bt (3) | 
y= ete sin ot — | == =z) (deen COs 
; mY x’ w 
oder bei Kinfitthrung der dimensionslosen GroBen § = a 


@ 


ty w? é b 
f=ot+ 3 [esinot +> (1 ge WL 


‘ b 
= ot +Alesin ot +—- (1 — e~eos «4, 


Uy w? 
ee 3 a? g cos Vy 


2 
= Bld et sin wt (3 7) (1 et cos ot). 
(69) @ 


b of bt 
4 eMtsin wt — (3 — “z\(l—e cos « #) 
(62) wo 


20 


| 
44 £8 BONES emo 5 5, : 
| } | | | 
; | i 1 T 


hee eT hoe 
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Abb. 1. Darstellung des Verlaufes der GréBen w und 6 bei der Gleitschwingung 


Dabei driicken sich die auftretenden Konstanten in folgender Weise durch Funktionen 
des Gleitwinkels y) aus 
= ~~ )/9 cos’ y, — 1; Bg) tes SAR grate a = Btveaperrt 2A 2iab a Wy) 
2%, | ie ; @ V9 cos? y, — 1” ve V9 cos? vy, — 1 
Fir die in den Ausdriicken fiir § und 7 auftretenden Konstanten ergeben sich die 
Werte 


3 
1. us (9 cos? yy — 1)? 


a, o °-(9cos y,—1); B= ae seca ae : (18) 
. : 3 P : u 6 § COS Vy 
Wir haben fiir die zeichnerische Darstellung der GréSen a, WA nd ee (Abb. 1) 


sowie der Gleitwelle (Abb. 2) folgende Grundkonstanten zugrunde gelegt: 
b a 


— = 025; => 


Ei. eee ‘ om 
= ; 1/17 = 1-031; yy ~ 18° 7’. 


Daraus berechnet sich dann 
A = 0'188; B= 0:0875. 


Aus der Gl. (16) oder der Darstellung der & 7-Kurve (Abb. 2) erkennt man, da® der 
Schwerpunkt infolge der Stérung des Gleichgewichtes seine anfingliche Bahn ver- 
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labt und auf dem Wege einer verhiltnismafBig schnell abklingenden Schwingung in 
eine neue Bahn tibergeht, die nach dem Verschwinden der Welle der urspriinglichen 
geradlinigen Bahn parallel ist. 


outs eeag | 
Lé ee 40 G4 20 G2 G6 40 44 40 52 56 60 O4 68 ne 16 G0 
42 3 + he | = 5 
2 
06 1 L ieee sah ie bs _ 


08 


Abb. 2. Gleitwelle bei konstantem Anstellwinkel (wv) = 0°2v,; b = 0°25 w; yy) ~ 13° 7’) 


IV. Berechnung der Steuerung 


Zur Berechnung des notwendigen Héhenruderausschlages, der naturgemi8 klein 
ist, benutzen wir die Momentengleichung 


Ji=M, (19) 
wenn mit # der Winkel zwischen der Fliigelsehne und der Waagerechten bezeichnet 
wird. Dabei ist (Abb. 3) naples, ae (20) 


Nimmt man etwa an, da die Hohenflosse so getrimmt ist, daB im stationdren 
Horizontalflug (# = # = 0) der Hohenruderausschlag gerade f, = 0 ist, so ergibt 


sich wegen « = konst. 
G=y=6; B=F=5. (21) 
Dann miissen in der Momentengleichung die Glieder 


mit # und # gerade auch das von fu abhangige Glied 
kompensiert werden. Es bleibt also die Gleichung 


J} = Zey = Ma— My, (22) 
wo My das Moment der Hohenleitwerkskraft und Wei an 


My, das Daimpfungsmoment bedeutet. Bezeichnen 


: 1 ; : Abb. 3. Winkel beim Gleitflug 
wir mit q den Staudruck g= 3 e2,’, mit Fu die 


Flache des Hoéhenleitwerkes und mit / den Abstand der Leitwerkskraft vom Schwer- 


punkt, so wird 


oc 
Mu= 35 buqgF au: l. (23) 


” aS 
Das Daimpfungsmoment Mp riihrt her von der Anderung A on = = des Anstell- 


winkels infolge Drehung des Flugzeuges. Wir erhalten 


oc A 
My ae = Fault. y. (24) 
: : ZenG. 
Setzt man ferner P'u-1 = F ty A, wo ty die Fliigeltiefe bedeutet, ferner s = FV 2 


und nimmt man schlieBlich darauf Riicksicht, da wegen des vom Wirbelband er- 
Ingenieur-Archiv X/2—3 16 
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zeugten Abwindes der Anstellwinkel am Leitwerk vom Anstellwinkel « am Fliigel 
verschieden ist, so hat man 


dc CC. : ; 
Ba ose “f= Cn'x’ C. (25) 
Lést man die entstehende Gleichung nach dem Winkel f, auf, so kommt 
Ss: 42 oe ih 
Seay reer ary aaa (26) 
Nach Einsetzung der Ausdriicke fiir 6 und é ergibt sich ein Ausdruck von der Form 
C pu=e—*t(Csinwt — Deosat). (27) 
G04 | af | ae | | | 
GOS, | L + fe | | =f | 


(ere ihe | 
G02 Z Tle 4 al ard: | 


cif iell 


gor pate 
6 60° 6% 68 72 2 


=) 


-GO1 


GOL < —}—- = el ae 4 ie ) Secen eS 


| 
~003 meer re | 
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Abb. 4. Hoéhenruderanschlag beim Gleitflug mit konstantem Anstellwinkel 


Wir wollen der Zahlenrechnung das Beispiel eines kleinen langsamen Flugzeuges 
zugrunde legen, mit den folgenden Konstanten, die teilweise schon oben bei der Be- 
rechnung der Gleitwelle benutzt wurden: 


t= 12m; fp = 14m; [= 4m, = 80m, A= 0-3, — 60m, <0 — 0-2; b.== 0°25 m, 


Dann ergeben sich fiir die Konstanten C und D in dem Ausdruck fiir die Zahlenwerte 
C =0:0154; D—0-0139. 


Der entsprechende Verlauf der GroBe ¢ Bu in Abhingigkeit von @ ¢t ist in der Abb. 4 
dargestellt. 
V. Der Fall des Sturzfluges 


Der Fall cos yy < = kann als eigentlicher Sturzflug bezeichnet werden. Er ist 


dadurch ausgezeichnet, daB die Riickfithrung in die stationiire Gleichgewichtslage 
nicht in Form von Schwingungen, sondern asymptotisch nach Art einer Exponential- 
funktion mit negativem, mit der Zeit proportionalem Exponenten erfolgt. Da in 
diesem Fall a < b, also b? — a? = w’* positiv wird, so gehen die trigonometrischen 
Funktionen, die in der Lésung auftreten, in hyperbolische Funktionen iiber. 
Setzen wir etwa 

U = Uy &— 9 * Rp) wf, (28) 
so ergibt sich daraus 
tp oP 
J COS Yo 


Die Gleichungen fiir die dimensionslosen Koordinaten & = 


= 


1 pa 
(4 0 Cojo t + w' Sino t), (2) 
“= 9 = a der auf 
die Gerade des stationiiren Fluges (als x-Achse) bezogenen Schwerpunktsbahn werden 
dann nach einer mit dem Gleitfall véllig analogen Rechnung 
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Uy ow? 
v, a 


, , - , b 
=o tA le" Sin w om Pra — eG of ot), 


E= o't — 


le Sin w’t — al — e—t Gof w’ | = ] 


Uy w’? b ait ; b? (30) 
Pes aidan i. |- are Sit tt (3 “+ | (1 — eGo w' | == 
; A : be Sree ; 
= B = ee Sin wt +(34+—5) (l—e "Cojo" t)|. 
Dabei ist zu setzen 
, g Pg ie aera oats b 3 sin y a 2, V2 
OR Sanaa I poms 9 cos? ay = Tay Ata Pa? es 
20, Waa “be V1— 9 cos? yy @ /1— 9 cos? yy ’ 
3 (31) 
fen O17 6 ant Up _(1—9 cos yo)? 
A Sv (1 —9 cos’ 79); B 48 v, COSY,” 
eae) a oes EE Tas 
42 idl as heal 


wt | | 
0 1 L ah Le 
0 G2 G4 G6 Gb 0 


————————— 
hé 4% [6 &é 


Abb. 5. Verlauf der Zusatzgr6Ben wu und Abb. 6. Schwerpunktbahn beim gestérten Sturzflug 
i b 
6 beim Sturzflug (7. = 16°8°, —_ polos 0-2) 
é@ 


Wir haben in den Abb. 5 und 6 fiir das Beispiel y, = 76°8°, & Sed Ae NLS 


B’ = 000712 die charakteristischen Kurven, also u, 6 und die é 7-Kurve dargestellt. 
Man erkennt, da8 die Flugbahn nach der St6rung asymptotisch in die um ein geringes 
parallel verschobene neue geradlinige Bahn iibergeht. 


Bemerkenswert sind nun die beiden, den Sturzflugbereich 0 < cos yy) < - be- 
grenzenden Sonderfille, zu denen wir einige Bemerkungen machen wollen. 
a) Der Fall cos yy) = + (a = b) entspricht der Differenzialgleichung 


“at+2au+a=0, (32) 

die bekanntlich die beiden partikuliren Integrale 

d= 0,6 %;, te = ¢,te—™ 
besitzt. Setzen wir die Gesamtlésung in der Form ) 
U = Uy (1 + at) e—% (33) 
an, so erhalten wir daraus is 
i= a e—4t (4+ at). (34) 
Damit ergeben sich dann nach (14) die folgenden Ausdriicke fiir die Koordinaten: 
é=at(1— St e—) 4 20 (1 — eat), 

F (35) 


n= a V2 [at e—4t — 5 (1 — e~%)]. 
alike 
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Der Verlauf der €-Kurve ist ganz ahnlich wie in dem allgemeinen Fall des Sturz- 
fluges, weshalb wir auf die zeichnerische Darstellung verzichtet haben. 


b) Der Fall des vertikalen Sturzfluges (yy) = 90°) ist in den Formeln (30) nicht 
enthalten. Man erhalt in diesem Falle aus (6) die voneinander unabhangigen 
Gleichungen 


| i+*%u=0; 6+L8=0. = (36) 
Die Lésungen sind 
oe, at; 

Mahe @ Lei ee KOs 10g Cie ens (37) 

Daraus ergibt sich dann mit w’ = s ; 
U 
= 0't a 
a ” (38) 
n=+6,(1 —e-2"'8) 


Die Bestimmung des Verlaufes des erforderlichen Héhenruderausschlages erfolgt nach 
der im 2. Abschnitt dargelegten Methode. 


Die Behandlung einiger weiterer Falle von Flugzeugbewegungen unter erweiterten 
Voraussetzungen soll an anderer Stelle durchgefiihrt werden. 


(Eingegangen am 7. Marz 1956) 


Verschleif§ — ein physikalisch-chemisches Problem 
Von H. Nowotny, Wien 
Mit 8 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Es werden zwei charakteristische VerschleiBarten (gleitende Trocken- 
reibung und Kavitation) vom Standpunkt der sich abspielenden Teilvorgange betrachtet. Aus- 
gehend von Bowdens Untersuchungen tiber Reibungsverschlei wird die Rolle é6rtlicher Energie- 
konzentrationen und deren Bedeutung ftir chemische Reaktionen diskutiert. Die Auflockerung 
des Geftiges durch Kornzerteilung infolge dieser hohen, lokalen Energiedichten fithrt zu stark 
aktivierten, reaktionsfahigen Grenzbereichen. Ahnliche Erscheinungen werden auch beim 
Kavitationsangriff beobachtet, obwohl der Mechanismus (Energiekonzentration durch Blasen- 
implosion) verschieden ist. 


Unter Verschlei8 versteht man in der Technik das unerwiinschte ,,mechanische‘ 
Abtragen von Stoffteilchen von einem Festk6rper, im Gegensatz zur Korrosion, bei 
welcher chemische oder elektrochemische Vorgiinge zu einer ungewollten Verainderung 
der Grenzfliche des angegriffenen, festen Stoffes fithren. Hiufig, aber durchaus nicht 
immer, ist damit ebenfalls eine Abtragung, von der Grenzfliiche her beginnend, ver- 
bunden. 


Der VerschleiB, der ebenso wie die Korrosion ein wirtschaftliches Problem ersten 
Ranges darstellt, hat bis heute bei weitem nicht die Aufmerksamkeit auf sich ge- 
zogen, die ihm eigentlich gebiihrt. Selbst wenn man angesichts der sich anbahnenden 
Konsumationstechnik einer gelenkten GroBwirtschaft im dauernden Verschlei8 noch 
mehr eine Gewihr fiir stetige oder erhéhte Produktion wesentlicher Verbrauchs- 
giiter sieht, bieten die dem Verschleif zugrunde liegenden Vorgange doch auch in 
anderer Hinsicht recht interessante Aspekte fiir die wissenschaftliche und technische 
Forschung, zumal unsere Kenntnis vom gesteuerten Verschleif bei Mahl-, Schleif- und 
Polierprozessen u. a. m. keineswegs in allen Einzelheiten eine geniigende ist. 
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Das mechanische Abtragen von Stoffteilchen setzt ein ,,VerschleiBmittel voraus; 
den Vorgang nennen wir den _,,VerschleiBangriff‘; er spielt sich im wesentlichen! 
an der Grenzflache VerschleiSmittel-Festkérper ab. Vom grundsiitzlichen Standpunkt 
sind es zwei Arten von Verschlei8, deren Studium besonders verlockend ist: 


A. VerschleifS bei gleitender Trockenreibung ; 
B. Verschlei durch Hohlraumbildung in Fliissigkeiten (Kavitation), 


A. Die GesetzmiBigkeit der Trockenreibung findet in der bekannten Reibungs- 
formel ihren auBeren Ausdruck?: R= P. Sie besagt, daB die Reibungskraft R 
der Last P proportional ist. Der Proportionalitatsfaktor ist eine von der 
Kombination Festkérper-VerschleiBmittel abhangige GréBe, in welcher der Ober- 
flachenzustand und sein Schicksal wihrend des Vorganges enthalten ist. 


Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen Reibung und VerschleiB? Um 
diese Frage zu beantworten, haben wir zunichst die Ursache fiir die Reibung zu 
untersuchen, das hei&t das Reibungsgesetz vom atomistischen Standpunkt zu deuten. 
Wir folgen hierbei den Uberlegungen von F. P. Bowden’. Unsere Vorstellung vom 
Aufbau der Feststoffe aus Atomen oder Ionen legt die Vermutung nahe, daf es gar 
keine absolut glatten Flaichen gibt. Dies trifft tatsiichlich sowohl fiir natiirliche wie 
fiir kiinstlich erzeugte, z. B. polierte Oberflichen zu und gilt ohne Einschrinkung 
beziiglich der Natur des Feststoffes, gleichgiiltig, ob es sich um amorphe* oder um 
kristallisierte Feststoffe handelt. Die Methoden, die diesen Sachverhalt nachzuweisen 
gestatten, sind mannigfaltig, doch kénnen sie hier ebensowenig wie die zahlreichen 
Ergebnisse ausfiihrlich behandelt werden. Es seien lediglich die Mehrfachstrahl- 
Interferometrie wie auch das Elektronenmikroskop erwahnt, die besonders deutlich 
vor Augen zu fiihren vermégen, daf es nicht gelingt, groBere Flaichen als solche mit 
100 bis 1000 A Linearabmessung ideal glatt zu polieren. Auch Spaltflachen von 
Kristallen machen in dieser Hinsicht wegen der stets vorhandenen Baufehler keine 
Ausnahme. Elektrolytisch polierte Metallflaichen, die sich infolge der grundsatzlichen 
Einebnung von Kristallspitzen kleinster Dimension (bis zu 100 A) durch hohe Glatte 
auszeichnen, sind stets wellig. Mit anderen Worten, bereits das Aufeinanderlegen 
von Festkérpern mit sogenannten ,,planen“ Flachen bedeutet, da man von einer 
idealen Grenzfliche weit entfernt ist’. 


Die tragende (wahre) Flache zwischen Feststoff 1 und 2 — wir sprechen deshalb 
von einem Grenzbereich — ist daher auBerordentlich klein im Vergleich zu der Gesamt- 
flache, so daB der auf diesen Spitzen lagernde Druck sehr hoch wird. Es sei im Hin- 
blick auf die daraus folgenden VerschleiBvorginge vorweggenommen, dafs die Fein- 
teiligkeit der Ablésung in einer Korrelation zur Oberflachenspannung steht bzw. 
daB das Abtrennen der feindispersen Teilchen sehr viel mehr von der Oberflaichen- 
spannung abhangt, als die Loslésung groBer Teilchen, In diese Richtung fallen die 


1 Diese Einschrankung geschieht deshalb, weil beim VerschleiB auftretende Beanspruchungen 
gelegentlich auch zu Materialzerstérungen unmittelbar unter der Oberflache fuhren konnen. 

2 Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar die Reibungsarbeit A, die in Form von Warme 
und als VerschleiBenergie (Vergr6Berung der Oberflachenenergie infolge der Zerteilung, Erhéhung 
des Energieinhaltes durch Gitterst6rung) auftritt. 


3 Thomas Hawksley Lecture, 1955. 
4 Besser ist der Ausdruck réntgenamorph — das heiBt keinerlei Merkmale einer Fernordnung. 


5 Im iibrigen wiirde auch fiir eine ideale Grenzflache ein Reibungsproblem bestehen, da die 
freien Valenzen an der Oberfliche wirksam werden (Adhiasion). In diesem Falle geht die aufzu- 
wendende Reibungsarbeit — ahnlich wie die innere Reibung — praktisch allein in Warme und 
nicht in VerschleiBenergie iiber! Lediglich als Folge der thermischen Schwankungserscheinungen 
koénnen dann Teile von Feststoff 1 nach Feststoff 2 ttbergehen und VerschleiB verursachen. 
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interessanten Versuche von W. v. Engelhardt®, der den Verschlei8 in Abhangigkeit 
von polaren und unpolaren Fliissigkeiten studierte. 

Fiir den Fall plastisch leicht verformbarer Feststoffe, wie Metalle und Legierungen, 
leiten F. P. Bowden und D. Tabor’ in iiberzeugender Weise das Reibungsgesetz 
auf Grund des tatsiichlichen strukturellen Verhaltnisses her. Die Mikrospitzen ver- 
formen sich unter dem hohen Druck, bis ein Gleichgewicht p,, / = P erreicht ist, 
worin f die sich einstellende wahre Flache, p,, die FlieBgrenze des Werkstoffes be- 
zeichnen. Das Uberraschende dabei ist, daB selbst Belastungen von wenigen Gramm 
je Quadratzentimeter gentigen, um derartig hohe Druckspitzen hervorzurufen. Am 
einfachsten lat sich der Nachweis der Existenz solcher Druckspitzen im Falle des 
Verschleifes durch den dadurch bewirkten Ubergang von 1 nach 2, also z. B. Uber- 
tragung von Metallteilchen vom Festkérper auf das Verschleifmittel oder umgekehrt 
erbringen. Hier erweist sich die radioaktive Tracer-Methode allen anderen iiberlegen. 

Im Lichte dieses verfeinerten Bildes entsteht Reibung beim Uberwinden der 
durch die an den Druckspitzen entstandenen Verschweifungen der Partner 1 und 2. 
Wird die Festigkeit dieser VerschweiBungen mit 1,,. bezeichnet, so betragt die zur 
Bewegung erforderliche Gesamtkraft R = 1,,,:/. Der Reibungskoeffizient: 

R T1,2°f ie 

iP ap ane ie 
ist demnach unabhingig von Last und Gesamtflaiche. Der TrockenverschleiB einfachster 
Art erklart sich zwangsliufig aus dieser Vorstellung dadurch, da die Mikrospitzen 
teilweise oder ganz abgetrennt werden (Scherfestigkeit t, oder t, kleiner als 1,,,). 

Das Modell laBt sich beliebig verfeinern und auch den Unterschied zwischen Ruhe- 
reibung und Gleitreibung bzw. Idealreibung ohne VerschleiB bzw. Reibung mit Ver- 
schlei8 verstehen. Zwischen diesen beiden Fallen liegt bereits das Problem der ersten 
Veranderung der Oberflichen (bzw. des Grenzbereiches) durch plastisches Verformen 
der Mikrospitzen ohne deren Ablésung, das heiBt das Glatten der Flachen (z. B. beim 
Einlaufen). 

Bevor aber auf diese Erscheinung naher eingegangen wird, sei festgestellt, daf 
sog. nackte Flachen praktisch nicht existieren. Die Oberfliiche der Feststoffe 
ist wegen der eben erwihnten, nach aufen gehenden, freien Valenzen stets von art- 
fremden Atomen, Molekeln — teilweise oder vollig — in einfacher, ja haufig in mehr- 
facher Schicht bedeckt. Die artfremde Bedeckung kann dabei auf eine van der Waals- 
Adsorption (schwache Wechselwirkungsenergie zwischen Fremdteilchen und Fest- 
stoff von wenigen kcal/Mol) oder auf Chemisorption (etwa 1l0fache GrédBe dieser 
Bildungsenergie) zuriickgehen. Fast allgegenwiartig auf Oberflichen von Fest- 
korpern ist Wasser, das vermége seines starken Dipolcharakters besonders leicht 
festgehalten wird. Bei den meisten Metallen und vor allem bei den technisch wichtigen 
Legierungen besteht vielfach eine mehr oder weniger geschlossene Oxydhaut, wodurch 
das Problem des Reibungsverschleif{es — schon das der reinen Gleitreibung — sehr 
viel verwickelter wird’. 

Kine Konsequenz ganz eigener Art zieht das Bestehen hoher Druckspitzen nach 
sich, nimlich das Auftreten hoher Temperaturen. Die Temperatur des Verschleib- 
mittels bzw. des Festkérpers oder der mittlere Temperaturanstieg wahrend des Ver- 


8 Bohrtechn. Ztg. 61, 707 (1948). 

“In R. Gorner, C. 8. Smith: Structure and Properties of Solid Surfaces. The University 
of Chicago Press. 1953. 

* Die praktisch vorliegenden Verhaltnisse sind es, die iiberhaupt erst die uns bekannten 
Reibungserscheinungen bewirken. Vollkommen nackte Stoffe, z. B. Metalle, verschwei8en an 
der Grenzfliche vdllig. Es kann dann wohl der VerschleiBvorgang definiert werden, aber ein 
definierter Reibungskoeffizient besteht nicht. 
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schleiBvorganges sagt gar nichts tiber die im Grenzbereich sich abspielenden Prozesse 
aus. Hine tiberschlagige Rechnung ergibt bereits, daB die an den wirksamen Flaichen 
entwickelte Warme sehr viel rascher entsteht, als sie durch Warmeleitung® abgefiihrt 
werden kann. Es liegen aber nunmehr auf ganz verschiedenen Wegen gewonnene 
experimentelle Befunde vor, die unmittelbar derartige Temperaturspitzen (gelegent- 
lich bis zu 2000° C) bei der ein- 
fachen Gleitreibung anzeigen. In 
sehr eleganter Form haben dies 


Bowden und Ridler'® getan, — i 7 i' . ania my I, | bu 4 
indem sie fiir Verschleifmittel- ‘ eo BT. fe Vaees 5 ie i OA 
Festkérper eine solehe Kombina- 2 Abid a adhe 


tion wihlten, die eine Thermo- 
spannung liefert. Von diesen 
Versuchen gibt Abb. 1 eine Abb. 1. Temperaturspitzen, gemessen durch oszillographi- 
oszillographische Ritecn bh ntes Wie gene Autnahme der Thermospannung, beim Gleiten 
F : ‘ von Konstanten auf einer gelappten Stahloberflache, 
K. Dies” zeigen konnte, ist das — 300em Sek.-1, Zeit in 0,001 Sck., Temperatur in °C 
Auftreten der einzelnen sehr kurz- (nach Bowden) 
zeitigen (10-* Sek.) Temperatur- 
steigerungen jeweils vom Ablésen von Teilchen begleitet. Eine erste Bestatigung fiir 
eine solche Deutung der auftretenden Thermospannung ist darin zu erblicken, daB 
die so registrierten Temperaturen jeweils nicht tiber den Schmelzpunkt des ver- 
schleiBenden Stoffes steigen (vgl. Abb. 2); es laBt sich sogar bei geeigneter Versuchs- 
fiihrung an der Oberflache verschiedenster Metalle 
das aufgeschmolzene Metall in Form mikroskopisch 
kleiner Trdpfchen nachweisen. Aber auch die 
Ergebnisse, die Bowden bei Reibung an durch- 
sichtigen VerschleiBkérpern durch Messung der 
Warmestrahlung erhielt, lassen keinen Zweifel 
mehr an der Existenz solcher Energiekonzentratio- 
nen — hohe Druckspitzen, hohe kurzzeitige T’em- 
peraturen — aufkommen. Damit finden viele aut 
dem Gebiete der Gleitreibung lange bekannte 
Beobachtungen zwanglos ihre Erklarung. Das 
,,Bluten’‘ von Stahlwellen, eines der gelaiufigsten 
Beispiele bei Trockenverschleif, heute unter dem 
Namen ,,Reibrostbildung* bekannt, ist nichts 
anderes als eine Reaktion des Eisens oder Stahls pb. 2. Maximale Temperaturen beim 
an der Luft zu «-Fe,0 , die sofort unterbleibt, Gleiten verschiedener Metalle und 
wenn mit sauerstofffreiem Gas gespiilt wird’. Legierungen auf Stahl (nach Bowden) 
Dabei ist nicht die Oxydation an sich etwas 
AuBergewohnliches, sondern vielmehr die hohe Reaktionsgeschwindigkeit. Bereits 
nach einem Schleifweg von einigen tausend Metern bilden sich z. B. beim VerschleiB 
von Beryllium auf einer gelappten Stahlbiichse (1000 g/cm?) so grofe Mengen an 
Reibrost, daB man «-Fe,0, réntgenographisch eindeutig nachweisen kann. Da 
die Reaktionsgeschwindigkeit nach Arrhenius exponentiell mit der Temperatur 


 ® Die Abgabe durch Strahlung und Ubergang an den Randzonen spielt sicher nur eine unter- 


geordnete Rolle. , 
10 F. P. Bowden und K. E. W. Ridler: Proce. Roy. Soc. London, Ser. A 154, 640 (1936). 
11 In: Reibung und VerschleiB, S. 63. VDI-Verlag. 1939. 
12 BE. Siebel und R. Kobitzsch: VerschleiBerscheinungen bei gleitender, trockener Reibung, 
DVI-Verlag. 1941. 
13 Unveréffentlichte Versuche des Verfassers, 1944. 
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wachst, ist die Annahme einer Temperatursteigerung als Ursache fiir die rasche Oxy- 
dation des Eisens naheliegend. (Allerdings wirken hier auch der feindisperse und 
aktivierte Zustand der Teilchen auf und an der Grenzfliiche im gleichen Sinne der 
Reaktionsbeschleunigung.) Noch ausgeprigter tritt die Reaktionsbeschleunigung bei 
Versuchen mit festen Oxyden selbst in Erscheinung. Beim Ritzen von Quarz (Si0,) 
mit einer Korundnadel («-Al,O;) wird bereits bei maiBigen Ritzgeschwindigkeiten die 
Bildung von Mullit 3, Al,0,- 2 SiO, beobachtet, eine Reaktion, bei der im Gegensatz 
zur Reibrostbildung sogar der grundsitzlich viel trigere Typus einer Fest-Fest-Reaktion 
besteht. Selbst im feindispersen Zustand der Ausgangskomponenten SiO, und «-Al,O; 
wiirde es einer erheblichen Temperatur bediirfen, um eine derartige Reaktion in 
Gang zu setzen. Mit G. F. Hiittig darf mit einer erhohten Platzwechselgeschwindig- 
keit erst gerechnet werden, wenn 1/, bis ?/, der absoluten Schmelz- 
temperatur erreicht wird. Ein weiteres Beispiel fiir derartige Tem- 
peratursteigerungen wird beim Mahlen von Ti-Pulver unter Wasser 
offenbar. Es kommt infolge der beim Reiben auftretenden lokalen 
Temperaturerhéhungen sofort zur Reaktion: Ti + 2 H,O > 
— TiO, + 2H,, wa&hrend unter normalen Verhaltnissen Titan- 
pulver H,O keineswegs zersetzt. 

Einen tiefen Einblick in die Veranderung der Oberflache ins- 
besondere metallischer Werkstoffe erlauben die Untersuchungen 
von H. Raether"™, der mit Hilfe von Elektronenbeugung den 
Aufbau mechanisch polierter Flaichen studierte. Auch diese Ergeb- 
Abb. 3. Schema der nisse sind mit den Vorstellungen von Bowden vereinbar; denn 

Gefugeentwicklung das nach der Grenzfliche hin immer starker unterteilte Gefiige 
emer polierten Ober- kann als Vorstuf Schmel fgefaBt werd 

flache bej vielkristal. &@nn als Vorstufe zum Schmelzen aufgefalst werden (Abb. 3). 

linem Material (nach Der Umbau wahrend des VerschleiBes scheint dabei ein fort- 

Raether) laufender zu sein: lokales Aufschmelzen wechselt mit Erstarren. 

Da normalerweise infolge der Beritthrung mit der freien Atmosphire 

geniigend Fremdkeime erzeugt werden, geben diese im Verein mit den grofen 

Erstarrungsgeschwindigkeiten zu einem sehr feinen Gefiige AnlaB. Es ist Geschmack- 

sache, ob man hier die Existenz einer sog. Beilby-Schicht annimmt oder nicht. 

Diese wenigen Beispiele mégen gentigen, um zu zeigen, wie sich schon beim Ver- 
schleiB durch einfache Gleitreibung mechanische und chemische Vorginge iiberlagern. 
Nach dem makroskopischen Aussehen trifft man daher die fiir die Praxis oft recht 
zweckmafige Hinteilung der VerschleiBvorgiinge in: gleichmaBiges Abtragen, starkes 
Fressen, Abblatterung und Reiboxydation. Indessen sind dies nur Grenzfialle und 
meist ist eine Kopplung verschiedener Typen gegeben. Auf die mannigfachen 
Folgerungen, die sich daraus fiir die Gleitung und Schmierung ergeben, soll hier 
nicht weiter eingegangen werden”. 

B. AuBerlich unter ganz anderen Umstiinden kommt es zum KavitationsverschleiB : 
trotzdem bestehen merkwiirdigerweise manche Parallelen mit dem eben behandelten 
VerschleiB durch Trockengleitung. 

Diese VerschleiBart tritt immer dann auf, wenn sich eine rasch bewegte Fliissigkeit 
infolge Absinkens des Druckes auf Dampfspannung von der Wand (Grenzflache) 
abhebt. Die Voraussetzung ist jeweils ein Zweiphasengebiet: Fliissigkeit-Dampf, wobei 
den sich bildenden Dampfblaschen die eigentliche Rolle im Ablauf des Mechanismus zu- 
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oa Nicosia pee 5, 101 (1950). 

* E. E, Bisson, R. L. Johnson, M. A. Swikart und D. Godfrey (Nat. Advisory 
Committee for Aeronautics, Techn. Note 3444, 1955) heben mit allem Nachdruck die Bedeutung 
der Oxydfilme im Hinblick auf Reibung und VerschleiB hervor. Wahrend z. B. FeO- und 
Fe,0,-Filme reibungs- und verschleiBmindernd sind, wirkt Fe,O, im schadlichen Sinne. 
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kommt. Obzwar die Anschauung iiber das Wesen dieser VerschleiBart noch nicht 
denselben festen Boden unter sich hat, sind die Beobachtungen beschleunigter chemi- 
scher Reaktionen als Begleiterscheinung unverkennbar. Hierher ziblen die 
zahlreichen Befunde an kavitierten metallischen Proben, an welchen das Gefiige, 
ahnlich wie durch eine chemische Atzung, sichtbar wird (Abb. 4). Ebenso bekannt 
sind die oft sehr kriaftigen Anlauffarben. Noch auffilliger aber sind Erscheinungen, 
die wieder auf eine lokale Erhdhung der Energiedichte an der Grenzfliche hinweisen 
und deshalb durch den Begriff ,,Primarakt*‘ gekennzeichnet werden. Nicht. allein, 
daB der Zerstérungsbereich bei Kavitation mikroskopisch klein sein kann, man weiB 
auch, daB der Kavitationsangriff gerade von Mikrolunkern oder -rissen gelenkt wird. 
Die Implosion schwingender Gasblaschen fiihrt auch hier zu Druck- und Temperatur- 
spitzen. Wegen der hohen Geschwindigkeit (das Zusammenstiirzen entspricht einer 
nichtlinearen Schwingung', so daB die Geschwindigkeit v prop. 1/7? angenommen 


Abb. 4. Freilegung des Gefiiges an einer kavi- Abb. 5. Freilegung des Gefiiges an einer kavi- 
tierten Messingprobe (etwa 100fach) tierten RotguBprobe in der Nahe des Zer- 
stérungskraters (etwa 10fach) 


werden darf) kann trotz der stark warmeleitenden Umgebung des Metalles und 
der Flissigkeit die in < 10~+ Sek. erzeugte ,,Temperaturspitze’ nicht sofort ab- 
gebaut werden. Der Unterschied gegenitiber Trockenverschlei®B liegt lediglich in dem 
ganz verschiedenen Mechanismus der Energiekonzentration. 


Der Blasenmechanismus sttitzt sich heute auf eine Reihe verschiedenartiger 
Experimente und theoretischer Betrachtungen. Als erster hat wohl Lord Rayleigh, 
spater insbesondere H. Miller?’ auf den Mechanismus einsttirzender Blasen in Flissig- 
keiten hingewiesen und die lokale Energiekonzentration hervorgehoben. Eine ein- 
gehende Diskussion dariiber wird vom Verfasser!* gegeben. 


Was die damit im Zusammenhang stehenden Temperatursteigerungen und chemi- 
schen Reaktionsbeschleunigungen bei Ultraschallvorgingen betrifft, sei auf die aus- 
fiihrliche Darstellung von L. Bergmann’ verwiesen. Die hohen Energiekonzentra- 
tionen gehen eindeutig durch die bei Kavitation beobachteten Luminiszenzerschei- 
nungen, aus der Bildung von H,O, in Wasser und ahnlichen, hoch aktivierten Zustanden 
hervor. 

Eine deutliche Parallele zum Trockenverschleif besteht auch in den strukturellen 
Verinderungen an der Grenzfliche des Festkorpers. Man stellt durchwegs eine Korn- 


16 R. Esche: Akust. Beihefte H. 4, AB 208 (1952). 

17 Naturwiss. 16, 423 (1928). : ste : 
18 In BE. Siebel: Handbuch der Werkstoffprifung, 2. Aufl. Springer-Verlag. 1955. 
19 Der Ultraschall, 5. Aufl. Hirzel-Verlag. 1949. 
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zerteilung sowie eine Aufhebung vorhandener Gefiigeorientierungen (Texturen) fest, 
wotiir in Abb. 5 als Beispiel eine mit dem Schwinggerit kavitierte RotguBprobe mit 
GuBtextur angefiihrt ist. Die Kristallite werden kleiner und zugleich regelloser, wie 
dies leicht auf réntgenographischem Wege nach- 
gewiesen werden kann (Abb. 6). Der hierbei zur 
Aufnahme gelangende Bereich von zirka 1 mm? 
offenbart im Stadium eines noch schwachen 
Angriffes, bei dem praktisch noch keinerlei 
merklicher Volumverlust zu erkennen ist, bereits 
die Kornzerteilung und Desorientierung des 
Gefiiges gegeniiber dem Ausgangszustand. Die 
Einzelreflexe verschwinden zugunsten von fast 
gleichmaBig belegten Debye-Ringen. Nicht 
selten lassen sich an kavitierten Metallober- 
Abb. 64 (Réntgen: (Ruslawares) nina flachen vollig glatte, kugelfo6rmige Zonen im 
men derselben Rotgu8probe vor (a) und Mikroskop beobachten, die sich wenig von loka- 
nach Kavitation (b); Cu-K-Strahlung len Aufschmelzungen unterscheiden (Abb. 7). 

Neben den beim Primarakt ablaufenden chemi- 
schen Prozessen sind hier auch Sekundirvorginge zu beachten, die ihrerseits den 
Angriffsmechanismus verindern und verstaérken kénnen. So werden vor Korrosion 
schiitzende Schichten, wie z. B. Al-Oxyd, bei Aluminium sehr rasch durch 
Kavitationsangriff zerstért, das nackte, stark unedle Metall ist dann chemisch 


Abb, 7. Kavitation in Flugmotorenél Rotring bei 40°C und 6 ata, etwa 10fach (nach Greif, 
Dtsch. Luftfahrt-Forschung, 1944) 


sehr reaktionsfahig. Diese Erscheinung liegt dem Léten von Aluminium durch 
Ultraschalleinwirkung zugrunde. Wie schnell derartige Schichten durchschlagen 
werden, geht aus Abb. 8 hervor, wo Lack- bzw. Kinbrennlackschichten auf Metall- 
proben in einem Schwinggeriit (10kHz) gepriift wurden. Bereits nach wenigen 
Minuten bei ganz geringen Schwingweiten (0,001 cm im Wasser) lésen sich diese 
Schichten ab und in der Folge wird das Metall angegriffen. 
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Mit diesen Ausfiihrungen soll keinesfalls der Eindruck erweckt werden, da8 beim 
Verschlei8 die rein mechanische Beanspruchung und die daraus folgende Abnutzung 
gegenitiber den dabei sich abspielenden chemischen Vorgiingen von geringerer Bedeutung 


Abb. 8. Kavitationszerst6rungen an lackierten Metallproben 


waren: Es sollte lediglich gezeigt werden, da chemische Vorgiinge mitspielen bzw. 
mit den mechanischen vollkommen verquickt sein kénnen. 


(Eingegangen am 7. Marz 1956) 


Uber eine Verallgemeinerung des Potentiales 
auf Stroémungen mit Drehung 


Von Klaus Oswatitsch, Stockholm 


Zusammenfassung. Das Str6mungspotential wird in einer Weise verallgemeinert, in welcher 
es auch fiir Wirbelstr6mungen existiert. Im neuen Ansatz ist dabei eine Funktion zunachst 
unbestimmt. Ihre Verkniipfung mit den kinematischen und physikalischen Strémungseigenschaften 
wird gezeigt. 


Wird das Strémungspotential ® in Verallgemeinerung der tblichen Definition 
als zur Geschwindigkeitsrichtung orthogonale Flachenschar definiert, so existiert es 
in jeder Stromung. Mit w als Geschwindigkeitsvektor und f(x, y,z) als Skalar- 
funktion gilt dann: 

grad ® = f(x, y, 2) - w. (1) 

Bei drehungsfreier Strémung ist die ,,MaBfunktion’ f im ganzen Raum gleich 
der Einheit und Gl. (1) stellt die tbliche Definition fiir das Potential dar. Bei wirbel- 
behafteten Strémungen hingegen mu’ ein Zusammenhang von grad/f mit der 
Wirbelstairke bestehen, der zunichst gesucht werden soll. Zu diesem Zwecke sei 
gebildet: 

rot (grad ©) = 0 = gradf Xx ty +f: rot tv. (2) 

Um grad f vom Vektorprodukt mit tv zu befreien, sei das 4uBere Produkt von 

Gl. (2) mit 1 gebildet. Nach Anwendung bekannter Vektortransformationen fihrt 


dies zu: 
w X (grad f x w) = w? grad f — (iw grad f)- wv = — f- w X rot tp (3) 


mit der Losung 
uw grad f = — fw X rot w. (4) 
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Denn mit Gl. (4) verschwindet das innere Produkt grad f. Der Gradient der 
Ma8funktion f steht also normal auf Geschwindigkeitsvektor und Wirbelvektor. Die 
rein kinematische Aussage (4) zeigt, daB es nicht nur fiir die wirbelfreie Stromung 
(rot = 0), sondern auch fir die sog. ,,Beltrami-Strémung® (1 x rot w = 0) ein 
Potential im urspriinglichen Sinne (f(x, y, z) = 1) gibt. 

Um die Maffunktion mit den physikalischen Groen in Verbindung zu bringen, 
seien hydrodynamiscthe Gleichungen herangezogen. Als erstes Beispiel sei eine 
inkompressible Stromung mit Reibung betrachtet. Deren Navier-Stockes-Gleichung 
lautet mit p als Druck, @ als Dichte und » als kinematischer Zahigkeit: 


2 1 
grad —- — Ww xX rot w = — ~p grad p + » At. 


Das letzte Glied mit A als Laplace-Operator stellt die Reibungskrafte dar. Haben 
diese ein Potential H: 

Aw = — grad H, (5) 
ein Fall, der schon mehrfach behandelt wurde?, so kann die Navier-Stockes-Gleichung 
in der Form geschrieben werden: 


grad (+25 40 H)=w xX rot Iv. (6) 


Gl. (6) sagt aus, daB der Gradient des Klammerausdruckes auf der durch Geschwin- 
digkeits- und Wirbelvektor gebildeten Flache senkrecht steht. Der Klammerausdruck 
ist demnach auf Stromlinien konstant. 


Um dies analytisch auszudriicken, seien zwei Stromflachenscharen im Raume 
eingefiihrt : 
p(x, y, 2) = konst.-*-ys(e; 9; 2). — Konste, (7) 


deren Schnittkurven Stromlinien darstellen sollen. Wird in Verallgemeinerung auf 
die anschlieBend behandelte kompressible Stromung der Stromdichtevektor o w ein- 
gefiihrt, mit gegebenenfalls variabler Dichte 0, so gilt in Erweiterung der ebenen 
Stromfunktion auf den réumlichen Fall: 


ov = grad y, X grad yo, (8) 
womit die Kontinuitatsbedingung 
div ov = 0 (9) 
identisch erftillt ist. 
Nach Gl. (6) gibt es also im Inkompressiblen fiir den Fall, daB die Reibungskrafte 
ein Potential besitzen, eine verallgemeinerte ,,Bernoulli-Gleichung*: 
w? i 
io = +» H = g(yy, po). (10) 
Nach Gl. (4), (6) und (10) fallt der Gradient der MaSfunktion / in Richtung des 
Gradienten der Bernoulli-Funktion g: 
1 1 
re grad f = — 73 grad g. (11) 
Nur fiir g = konst, gibt es ein Potential im urspriinglichen Sinne?. 
Kine wichtige Rolle spielen in der Gasdynamik die ,,isoenergetischen‘ 


Strémungen, das sind reibungsfreie stationiire Str6mungen, deren einzelne Strom- 
faden ,,energetisch isoliert sind. Zufolge von Verlusten in Verdichtungssté8en kann 


‘ H. Gortler und K. Wieghardt: Uber eine gewisse Klasse von Strémungen ziiher Fliissig- 
keiten und eine Kennzeichnung der Poiseuille-Strémung. Mathem. Z. 48, 247 (1942) 


. 
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die Entropie (der Masseneinheit) s aber von Stromlinie zu Stromlinie variieren, 
S = 8(y1, pz). Fiir solche Strémungen gilt der ,,Croccosche Wirbelsatz‘: 


io X rot w = — T' grad s, =o (12) 
mit 7’ als absoluter Temperatur. Zusammen mit Gl. (4) gibt dies: 
1 a 
en grad f = — grad s, (13) 
ganz in Analogie zu Gl. (11). Darnach ergibt sich die MaBfunktion / aus einer Inte- 
gration in Richtung des Entropiegradienten: 


Inf = | “grads, (14) 


grad s 


—— 


wobei der Integrationsbeginn in eine geeignet gewahlte Flaiche s = konst. zu ver- 
legen ist. Gl. (14) habe ich fiir den ebenen Fall bereits frither ohne Herleitung? mit- 
geteilt. 


Unter Beschrankung auf ideale Gase kénnen die Mach-Zahl M, die spezifischen 
Warmen c,,c, und ihr Verhiltnis x in Gl. (13) oder (14) eingefiihrt werden: 


grad (In f) = — = 


naan (15) 
Cy — Cy 

Bei einem bestimmten Entropiegefiille ist das Gefalle der MaBfunktion f/ also um so 
kleiner, je héher die Mach-Zahl ist. 


Zur Frage, ob die vorausgegangenen Uberlegungen iiber das Grundsatzliche hinaus 
auch fiir die analytische Berechnung von Strémungen Bedeutung haben, sei noch 
eine Anmerkung gemacht. Bei ebenen oder achsensymmetrischen wirbelbehafteten 
Strdmungen existiert immer eine einfache Stromfunktion, die in der Anwendung 
dem nach Gl. (1) verallgemeinerten Potential vorzuziehen sein diirfte. Bei allgemein 
raumlicher Str6mung jedoch mu eine zweite Stromfunktion hinzugezogen werden, 
was fiir die Verallgemeinerung des Potentials spricht. 


2 K. Oswatitsch: Gasdynamik, 8. 195. Wien: Springer-Verlag. 1952. 
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Periodisches Temperaturfeld im Keil 
Von H. Parkus, Wien 


Zusammenfassung. Die Temperaturverteilung im unendlichen Keil wird berechnet, wenn 
ein Schenkel auf konstanter Temperatur gehalten und dem zweiten Schenkel eine periodisch 
veranderliche Temperatur aufgepragt wird. 


Als Vorbereitung zur Untersuchung der Wirmespannungen in einem zylindrischen 
Korper mit Keilquerschnitt, der periodisch veranderlichen Randtemperaturen aus- 
gesetzt ist, soll im nachstehenden zunichst das im Keil herrschende 'Temperaturfeld 
berechnet werden. 


Der Keil erstrecke sich ins Unendliche, sein Offnungswinkel sei «. Ein Schenkel 
wird auf konstanter Temperatur 7’ = 0 gehalten, wihrend dem zweiten Schenkel 
eine periodisch veranderliche Temperatur aufgepragt wird. Hin derartiges Warme- 
leitungsproblem tritt z. B. in einer Staumauer mit Keilquerschnitt auf, bei der die 
Wasserseite angenaihert konstante Temperatur aufweist, waihrend die Temperatur 
der Luftseite mit der Tages- bzw. Jahreszeit schwankt. 
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Mit Einfiihrung von Polarkoordinaten 7, y lauten die Randbedingungen 
T=9eP* inp =,0; | 
ieee i p= &. 
8 ist die Amplitude und w die Kreisfrequenz der aufgepragten Temperaturschwankung. 
Im Inneren des Keiles gilt die Warmeleitungsgleichung 


eT eT Look iPaper tg a 
na 2 2 (eee 
Ot = a eet or? | elon si tog ) 


a bedeutet die Temperaturleitzahl des Materials’. 
Spaltet man mit dem Ansatz 


T= de°'U (r, 9) (3) 
den Zeitfaktor ab, so ergibt sich nach Einsetzen in Gl. (2) 
V2U +eU=0 


(1) 


(2) 


mit eas 
a 


oder nach Einfiihrung der komplexen Veranderlichen 


C= tkr =e te o=r// 2, U (r, p) = V (2, 9); (4) 


etwas einfacher 
OV 1 ov 1 &@V 
02” Zz Oz 2 Oy? 


Hierbei wurde das Vorzeichen in k so gewahlt, daB z positiven Realteil besitzt. Die 
zugehorigen Randbedingungen lauten: 


V =) mig = =- 0; 
V =0 ing =a —,0. 


V=0. (5) 


(6) 


Die Gl. (1) sind dabei in dem Sinne prazisiert, daB die vorgeschriebenen Randwerte 
bei senkrechter Annaherung an den Rand erreicht werden sollen. 

Die Aufgabe, Losungen der ,,Schwingungsgleichung*‘ V2 U + k? U = 0 in Polar- 
koordinaten zu finden, wurde wesentlich gefordert durch eine von Kontorovich 
und Lebedev im Jahre 1938 eingefiihrte Integraltransformation?. Eine der Formen, 
in der diese Transformation geschrieben werden kann, lautet: 


g(z) = | f(s) K,,(2) ds, 


oo (7) 
f(s) = ce sGinas \ q(2) Eesti dr. 
0 


K,(z) bedeutet die modifizierte Bessel-Funktion dritter Art (Bassetsche oder Mac- 
donaldsche Funktion), die der Differentialgleichung 


' ly, ; ®\ a 
K,"@) +> Ky'@) —(1 + 3) K@) = 0 
genugt. 


' Zahlenwerte fiir a sind angegeben bei E. Melan und H. Parkus: Warmespannungen infolge 
stationérer Temperaturfelder. Wien: Springer-Verlag. 1953. 

* M. J. Kontorovich and N. N. Lebedev: On a method of solution of some problems of 
the diffraction theory. J. Physics 1, 229 (1939), sowie eine Reihe weiterer Arbeiten von N. N. 
Lebedev. — Vgl. auch Erdélyi-Magnus-Oberhettinger-Tricomi: Tables of integral 
transforms, Vol. II, 8. 173. New York: McGraw-Hill. 1954. 
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Beachtet man nun, da die Funktionen e~?%"” und Sin(p s) K,,(z) bei belie- 
bigem s partikulare Lésungen von Gl. (5) sind, so folgt mit Riicksicht auf die erste 


Gl. (7) — die zweite benétigen wir hier weiter nicht — unmittelbar der Ansatz 
V(z, p) = e-#8mo + | A(s) Sin(p s) K;,(z) ds (8) 


0 
mit einer zunadchst noch willkiirlichen Funktion A (s). Dieser Ansatz befriedigt bereits 
die erste der beiden Randbedingungen (6). Die zweite Bedingung verlangt 


| A(s) Sin(« s) K;,(2) ds = — e-2 sine, (9) 
0 
Nun gilt aber, vorerst fiir reelles £, 
\ cos(f s) K;,(z) ds = a meealie (10) 


) 
wie man mittels der Integraldarstellung 
co 
K,,(2) =) e-?™4cos(4s)da, Re (z) > 0 
a 
und Anwendung des Fourierschen Integraltheorems leicht nachweist. Das Integral 
in Gl. (10) konvergiert aber auch noch fiir rein imaginares 6 = i, vorausgesetzt, 


daB |u| + |y| <5, wobei z = ge’. Dies folgt unmittelbar aus der fiir groBe s 
giltigen asymptotischen Beziehung 


— —(e-bl)s 
IK.<oe~|/ see fe 


Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung gilt daher Gl. (10) auch noch fiir 
6 =i, wobei im vorliegenden Falle y = a/4. Man erhalt dann durch Vergleich der 
Gl. (9) und (10) aig 


on {x 
A) Giae . x) 8 
und damit die Lésung 
pk 2 , Gi i 3 
YG. 9)—e ee | Snes Goi (5 x} 8 Kia(2) ds, (z Zi =< saa (11) 


Da Gin y s/Sin « s monoton und beschrankt ist in s fiir 0 < mp So, konvergiert das 
Integral in (11) gleichmaf8ig und stellt daher eine stetige Funktion von @ dar. Die 
zweite Randbedingung (6) ist somit in der Tat erfiillt. 


2 3 . sa 
Die Einschrinkung fiir den Keilwinkel, . a eS >, die der Losung (11) auf- 


erlegt werden muB, um Konvergenz des Integrals zu erreichen, wiirde gerade ihre 
Anwendung auf das Staumauerproblem unméglich machen, da dort im allgemeinen 
kleinere Offnungswinkel auftreten. Man kann sich aber von dieser Einschrankung 
wie folgt befreien: Man berechnet die Funktion V (z, y) in der komplexen z-Ebene 
zuerst lings der positiven reellen Achse z= x. Entlang dieser Achse konvergiert 
das Integral in (11) wegen y = 0 fiir alle Offnungswinkel 0 <a <a. Nunmehr 
setzt man die Funktion V (z, g) in dem interessierenden Bereich fiir r mittels Potenz- 
reihenentwicklung in Komplexe fort, und zwar bendtigt man wegen y = 7/4 ihre 
Werte nur entlang der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten. Der Ursprung 
z= 0 ist Verzweigungspunkt. 

Das Verfahren bietet auBerdem den fiir die numerische Berechnung des Integrals 
beachtlichen Vorteil, daB K,,(z) fiir reelles z = a gleichfalls reell wird. 


(Hingegangen am 29. Februar 1956) 


244 W. Peschka: 


Die Schallgeschwindigkeit in dissoziierenden Gasen 
Von W. Peschka, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Unter der Annahme, daB jeder Dissoziationsteilnehmer ein ideales Gas 
ist, ergibt sich eine Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit in dissoziierenden Gasen. 

Es wird gezeigt, daB fiir die Berechnung der Schallgeschwindigkeit die Kenntnis von x 
(Adiabatenexponent) nicht notig ist, da alle nétigen GréBen aus dem gegebenen 7-s- oder T-s- 
Diagramm entnommen werden kénnen. 


Bezeichnungen 


1, I Enthalpie, einheit, groB geschrieben auf ein 


C», C, spezifische Warme bei konstantem Druck, ! klein geschrieben auf die Massen- 
s, S Entropie, Mol bezogen. 


c Schallgeschwindigkeit, T absolute Temperatur, 
M Mach-Zahl, K, Gleichgewichtskonstante, 
ft allgemeine Gaskonstante, p Druck, 

o Dichte,  Molekulargewicht. 


Die Schallgeschwindigkeit eines idealen Gases ist bekanntlich eine reine Temperatur- 
funktion. Gehorcht ein Gas nicht mehr der Zustandsgleichung des idealen Gases, 
dann ist dies nicht mehr der Fall. Sehr oft sind aber die Abweichungen gering, so 
daB die Schallgeschwindigkeit eines realen Gases oft genau so berechnet werden 
kann wie die eines idealen Gases. 


Tritt aber Dissoziation auf, so gehorcht das Gas tiberhaupt nicht mehr der 


Zustandsgleichung des idealen Gases, das Verhaltnis a =x ist keine Konstante 


und die Enthalpie keine reine Temperaturfunktion, sondern sie wird noch druck- 
abhangig. 


Stehen mehrere Gase — die auch noch miteinander chemisch reagieren kénnen — 
untereinander und mit ihren Dissoziationsprodukten im thermodynamischen Gleich- 
gewicht, so gilt folgendes: 


nm Ay hing Agee. Ag yA 
Dabei sind A,, A,... die Ausgangsstoffe und As Aa oe elie gebildeten, wobei noch 
Ny, Ny-.+, My, die Anzahl der Mole der betreffenden ReaktionsteiInehmer sind. 


Haben die einzelnen Bestandteile A,, A, die Partialdriicke ,, Dass < « Sis Pg ae Ue 
so gilt fiir sie: 


Ny, = Ng 


Pr 


FL REIT. (5% 
Py Dye. 
Dabei ist K, — die sogenannte ,,Gleichgewichtskonstante‘‘ — eine reine Temperatur- 


AI aT bei 
Ree oe 


funktion, die der van’t Hoffschen Gleichung geniigt: d (In K,) = - 


AI die Reaktionsenthalpie ist. 

Ks sollen nun speziell Gase betrachtet werden, deren Temperatur so hoch ist, 
daB thermische Dissoziation auftritt. Der Gleichgewichtszustand ist dann durch 
obige Beziehungen gegeben. Als Zustandsgleichung des Gases erhalt man unter 
der Annahme, da das Gasgemisch dem Daltonschen Gesetz geniigt, 

Pp x 
¢ eee © 
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“(T', @) wird als ,,mittleres Molekulargewicht“ eingefiihrt. Die Zustandsgleichung 
unterscheidet sich also von der eines idealen Gases dadurch, daB eine Funktion ue (ay, 
das ,,mittlere Molekulargewicht‘‘, auftritt, wiihrend beim idealen Gas diese Funktion 
eine Konstante und gleich dem Molekulargewicht ist. 

Die Schallgeschwindigkeit ist allgemein definiert als: 


Les Op . ¢ 
a= (3). (2) 


Bildet man nun aus Gl. (1) ¢, so erhilt man: 


me) ey Ht T x 
(2) = +22. (57), Se (#) 
s s s 


OQ ue ue @ Me 00 
CP ex ah a a (eR O\ (Om Op . he 
mit | 0 ), = | Bp ), (3 ), und ea = (Sri . a) ergibt sich: 
25. ep. 1 
sing ("s fohey er reer (3) 
» tar (ap), Ke \ Op | 
oder auch nach leichter Umformung: 
SR ee Se Se 
Srey 1 i Hf fy T /( Ou | ) 
rad \ op if hig (sr ), 
Die Schallgeschwindigkeit kann also folgendermaBen geschrieben werden: 
@=A(T,p)-= 7, | (5) 
wobei 
1 p (oT T / ou 
Vea Aes ),- |} -4(sr)J- 8) 
Fiir das ideale Gas gilt folgendes: 
au \ __ ah hy at ae. 
(7),= WO, 0. Fae dl a Re 
< : dl , dp aT a aD 
fiir konstantes S ist also |, = ae oder Cp =H oe und 
(22) [IS Spee ee 
ey. dg Oop "@. (C,’ 
daher A(T, p) = x, also 
Oana. (7) 


Der Faktor 2 (7, p) darf aber im allgemeinen auf keinen Fall mit x identifiziert 
werden, da nach Eucken! bei einem dissoziierenden Gas 


[2RT + o« (1— «) ATP? 
et heal 2H T2 (2 — a) 


(x = Dissoziationsgrad), also CO, — C,, + ft ist. 
: oT Ou Ou 
In den Gl. (3) und (4) kommen die Stoffwerte (ah und (+). bzw. (<r), vor. 
Diese GréBen entnimmt man am besten einem i-s-Diagramm, das gegeben sein muB8. 


0<a<l, (8) 


Die GroBe (=) kann direkt entnommen werden. 


Aber auch (2) oder (+) kann man mit Hilfe des 7-s-Diagramms darstellen. 
P $ § . . . 
Es ist tiberhaupt bei thermodynamischen Problemen, wo x variabel ist, sehr vorteil- 


haft, auf Polytropenexponenten usw. iiberhaupt zu verzichten und direkt mit einem 


1 Vgl. E. Justi: Spezifische Wirme, Enthalpie und Entropie technischer Gase. Berlin: 
Springer-Verlag. 1939. 
Ingenieur-Archiv X/2—3 17 
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Entropiediagramm zu arbeiten, da man dann das Auftreten von %, Cy usw. vermeiden 
kann, da nur Enthalpie, Entropie, Druck oder Temperatur in den Gleichungen vor- 


kommen. 
Das mittlere Molekulargewicht kann nun folgendermafen aus dem 7-s-Diagramm 


entnommen werden: 
Entlang einer Isotherme gilt: 
: d : ¢ 
(dq)r = (dip —(“P |, i= 1 (9, 7), 


f Q 
mit dg= T.- ds, (dt)r= (se) we is -dp erhalt man 


dp und (ds)n= (Se 


= (ae)e— Cap )e 


Te 


mit Gl. (1) ergibt sich: 


p:u(T, p) 
iy) KL 
daraus erhalt man: 
KT 
u(T, p) =~ 
Choo 4 
2 mat 
(Geboog 
Th 
10 
g 
8 
f 2 
6 Se 
G (he)a00 
4 ih eeces 
3 
2 


4 4 ee eee eee eee 
5000 =©4000 ~=5000 ~6000 7000 8000 3000 100007 % 3000 4000 =5000 6000 7000 8000 00T K 


Abb. 1 Abb. 2 


Ist 7 groB genug, dann kann man (ee gegen T' (=) vernachlassigen und man 


F 


Lk oat, OUoe 
COS Dye tees (2). (Fe), #0. 


Das kann auch folgendermaBen geschrieben werden: 


, Pein: 
w(Z,p)=—R- (“ZF |, (11) 


Das mittlere Molekulargewicht eines Gasgemisches, das mit seinen Komponenten 
im thermodynamischen Gleichgewicht steht, ist also in einem Koordinatensystem 
mit halblogarithmischer Teilung gleich dem negativen Anstieg der Tangente an die 
Isotherme. 

Die Ergebnisse fiir Wasserstoff sind in den Abb. 1 und 2 wiedergegeben. Das 
I-S-Diagramm wurde vom Verfasser berechnet und dem Berechnungsgang zugrunde 
gelegt?. 


bekommt: 


2 Noch nicht ver6dffentlichte Arbeit. 
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Die Gerade a gibt die Schallgeschwindigkeit des Wasserstoffs H, (Abb. 1). Die 
Kurven 6, geben die Schallgeschwindigkeit mit dem Druck als Parameter. Die 
Gerade d gibt die Schallgeschwindigkeit des atomaren Wasserstoffs H. 

Bei gleichen Temperaturen wird die Schallgeschwindigkeit mit zunehmendem 
Druck p kleiner, weil Reaktionen, bei denen sich die Molzahl andert, druckabhingig 
sind. Und zwar versucht nach dem Prinzip von Chatelier-Braun eine Druck- 
erhdhung die Reaktion riickgiingig zu machen, wenn bei der Reaktion die Molzahl 
zunimmt. Da die Wasserstoffdissoziation mit einer Zunahme der Molzahl verbunden 
ist, wird durch eine Druckerhéhung das Dissoziationsgleichgewicht zum molekularen 
Wasserstoff hin verschoben. Aus diesem Grund wird auch die Schallgeschwindigkeit 
mit zunehmendem Druck kleiner, weil eben dadurch die Bildung von H, begiinstigt 
wird. Abb. 2 zeigt noch die Abhingigkeit der Mach-Zahl. Hier ist M/M, als Funktion 
der Temperatur mit dem Druck als Parameter aufgetragen. M, ist dabei die Mach- 
Zahl der Vergleichsstrémung gleicher Geschwindigkeit und gleicher Temperatur eines 
idealen Gases. Es sei noch erwiihnt, da die Beziehungen Gl. (10), (11), (5) und (6) 
nicht nur fiir die thermische Dissoziation gelten, sondern tiberhaupt auf miteinander 
reagierende Gasgemische anwendbar sind, solange jedes Gas fiir sich der Zustands- 
gleichung des idealen Gases geniigt und das Daltonsche Gesetz erfiillt ist. 


(Hingegangen am 7. Februar 1956) 


Uber eine spezielle nichtlineare Differentialgleichung 
Von K. Prachar und L. Sehmetterer, Wien 
Zusammenfassung. Ausgehend von einer speziellen nichtlinearen Randwertaufgabe aus der 
Kernphysik wird fiir eine etwas allgemeinere Klasse nichtlinearer Differentialgleichungen mittels 
eines Iterationsverfahrens die Existenz gewisser Loésungen nachgewiesen. 
In einem Problem der Kernphysik trat die folgende Differentialgleichung auf: 
vr 2 , , / 
ee eg ee yy (1) 


welche mit den Randbedingungen 


y~— prt |= J fit 2 — ©o (2) 
zu integrieren ist?. 

Die rechte Seite der Differentialgleichung (1) ist nur fiir |y’| <1 reell. Unter 
Beriicksichtigung dessen machen wir die Substitution 


yf = COs 2, Gt = Cte (3) 
und erhalten aus (1) das System 
Gr = v=Y, 
Saber (4) 
Ye 


wobei in der zweiten Gl. (4) der positive Wert der Wurzel zu nehmen ist. 


1 a(x) ~b (a) fiir 2—> co bedeutet, wie iiblich, a (x) = b (x) + 0 (6 (x)) fir @—> co, © 

2 In dieser Form wurde uns das Problem von Herrn Prof. F. Cap mitgeteilt, wofiir wir ihm 
an dieser Stelle danken méchten. 

8 Fiir den Hinweis auf diese Substitution sind wir Herrn Prof. #. Hlawka zu besonderem 


Dank verpflichtet. 
Lee 
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Wir betrachten nun in dieser Note das etwas allgemeinere System 
aitold ste 
v + age CPSU 
y= f(r), 


wobei f(v) eine in — co <v < co definierte stetige Funktion sei, welche folgenden 
Bedingungen genitigt: 


(5) 


[eAavyss site (6) 
also f(0) = 0; 
{(v) ist monoton wachsend ; (7) 
lim fv) = 1, (8) 
also 
lima f(— 9) = 1, (9) 
wofiir wir kurz f(co) = 1 und f(— oo) = —1 schreiben. Diese Schreibweise ge- 
brauchen wir auch in ahnlichen Fallen. SchlieBlich sei 
OL fe) P-= [of tar sje OC (10) 
und ! 
f(v) = v + O (|e?) (11) 
fir v—0 und « >1. 
Wir bemerken zunachst, daB fiir f(v) = oe die Voraussetzungen (6) bis (11) 
erfiillt sind. eee 


Wir behaupten nun: 


Unter den Voraussetzungen (6) bis(11) hat das System (5) eine Lésung, 
fiir welche 


x dx a 
gilt. 
Zum Beweis betrachten wir folgendes Iterationsverfahren: Sei fiir x > 0: 
e 7 
yolz) =, (12) 
hog : 
v(t) = —“-(1+ 5] (127) 
und fir r => 0, ganz 
Yr41(%) = — | flv,(u)) du, x >0, (13) 
1 co 
C340) == oe) U Yr4 i (u) du, © 0; (14) 
Wir merken an, dab : 
d —2 
V(X) = Yo (X) = ie (15) 
Nun zeigen wir das 
Lemma 1. Fiir r =>1 gilt: 
Oat). > Ui aU se 16 
und Me 
0 <y,(0) < 0, (17) 


Yroi(t) <y,(«) fir 2>0, (18) 
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ly, (x)| nimmt fiir 2 >0 monoton ab und es ist 


. Y.(Oj== — I, WJ, (co) = 03 (19) 
weiter ist 

ate) <0. fir’ a >.0, (20) 

v, (0) = — oc, ¥, (oo) = 0, (21) 


|v,(x)| nimmt fiir 2 > 0 monoton ab und 


lrrsx(@)| <|o,(a)| fir 2 50. (22) 
Dabei ist unter monoton stets eigentlich monoton zu verstehen und dort, wo an der 
Stelle x= 0 Grenzwerte zur Definition herangezogen werden miissen, sind diese 
stets aus dem Innern des Intervalls 0 <x < oo ausgefiihrt zu denken. 


Wir beweisen dieses Lemma durch vollstiindige Induktion nach r. Zuniichst hat 


man nh 


yi(x) = — J f(vg(u)) du, & >0 (23) 
und dieses Integral existiert wegen (10) und (12”). Uberdies ist y,(x) > 0 fiir 
«x > 0 wegen v,(u) <0 und f(v(u)) <0 fir w <0. Wegen »,(0) = — oo und (9) 
existiert das Integral (23) auch noch fiir a = 0, also gilt y,(0) < co, aber natiirlich 
auch > 0. 

Aus (23) folgt 


yy (x) = f(v(x)), «x >0 (24) 
und fiir 2 — + 0 folgt wegen v,(0) = — oo und (9) y,'(0) = — 1. Anderseits ergibt 
sich fiir x —> co v,(co) = 0 und wegen /(0) = 0 y,'(co) = 0.: 

Da f(v) fiir negatives v wegen (6) ss (7) ebenfalls The ist, folgt aus (24) 
yy (x) <0 fir x >0. Da v(x) mit wachsendem x und f(v) mit wachsendem v 


wachst, so wachst nach (24) y,'(2) mit wachsendem gz, also fallt |y,'(x)|. 
Weiter ist 


co 


v,(x) = — af 4,(u) edu, v9 (25) 


und dieses Integral existiert; nach (23) ist némlich bei Berticksichtigung von (10) 
und (15) et 
a(x) < —Jr9(u)du=y(x), 2% >0. (26) 
Wegen y,(u) > 0 folgt aus (25) v,(0) = — oo. Weiter ist nach (25) v,(oo) = 0 
und v,(x) <0 fiir x>0, so daB die Formeln (20) und (21) fiir r= 1 bewiesen sind. 
Wieder wegen y,(u) > 0 folgt, daB |v,(x)| mit wachsendem x abnimmt. 
Nun bleiben noch (18) und (22) fiir r = 1 zu beweisen. Zunachst folgt aus (25) 
mittels der Abschitzung (26) und wegen (12’’) v,(a) >v,(a) fiir « >0, da (14) auch 


fir r = —1 gilt. Damit ergibt sich fir x >0 
yee) = — J oxtu)) du <— fre = s(x); (27) 
x x 


es ist namlich — f(v,(w)) < — f(vo(w)) wegen der Monotonie von f(v) und wegen 
v,(u) > v(w), woraus auch die Existenz des ersten- Integrales in (27) folgt. (27) 
ergibt (18) fir r= 1. SchlieBlich ist 

Jva(a)| = Sef yolu) 22 du <4) yi(w) 2 du = |0,(2). 
Das ergibt (22) fir r= 1. 
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Wir nehmen nun die Behauptung des Lemmas fiir 1, 2,...,7 als erwiesen an und 
wollen zeigen, daB sie dann auch fiir r + 1 gilt. 
Wir haben fiir r = 1 


Yr41() = — | f(v,(w)) du 


und 


co 


yr(a) = — J f(v,-a(u)) du 
x 
und daraus folgt 
Yr+i(%) <yp(x) fir x > 0, 


da nach Induktionsvoraussetzung wegen (22) |v,(w)| <|v,—1(w)| giiltig ist und f(v) 
monoton ist. Auf diese Weise ergibt sich natiirlich auch die Existenz des ersten 


Integrals aus der des zweiten. 
Wegen y,.,(%) <y,(x) und der Existenz von 
co 
1 2 
Vp(ae) = — ye | yy(w) w dw 
x 
(nach Induktionsvoraussetzung) folgt auch die Existenz von 


1 co 
Vraa(%) = —Se | yp(u) w? du 
x 


und dann auch die Ungleichung |v,,.,(x)| <|v,(x)|. Damit sind (18) und (22) bewiesen. 
Aus (13) und »,(z) < 0 fiir v > 0 folgt aus den Higenschaften von /(v) y,.1(#) > 0. 


Wegen v,(0) = — co und (9) folgt y,,,(0) < oo. Aus y’,,,(%) = f(v,(x)) ergibt 
sich y’,,,(0) = — 1, y’p14(co) = 0 und schlieBlich, da’ |y’,.,(%)| monoton ab- 
nimmt. 

Aus (14) erhalt man wegen y,,,(w) > 0 fiir x — 0 v,,,(0) = — oo. Ebenso folgt 


aus (14), daB |v,,,(x)| monoton abnimmt und da8 v,,,(co) = 0 ist. Damit ist aber 
das Lemma 1 vollstaéndig bewiesen. 


Aus Lemma 1 folgt: Die durch (12’), (12’’), (13) und (14) definierten Folgen y,(zx) 
und v,(z) konvergieren fiir x >0 gegen Grenzfunktionen y(x) und v(x), die fir 
x > 0 endlich sind. 


Wir zeigen, dafX die so definierten Funktionen y(x) und v(x) Lésungen des 
Systemes (5) sind. Da nimlich y,(x) monoton gegen y(«) fiir « > 0 konvergiert, 
folgt aus (14) 


Ue) = me yujwdu fir 2#2>0 (28) 


x 
und damit die Stetigkeit von v(2). 
Daraus sowie aus der monotonen Konvergenz von v,(«) und den Eigenschaften 
von f(v) folgt aber aus (13) 


y(x) = — | f(o(x)) du. (29) 


Damit ist die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von y(x) fiir a >0 gezeigt und 
somit auch die Differenzierbarkeit von v(a) fiir x > 0. Unter diesen Umstinden 
sind aber (28) und (29) damit gleichwertig, daB y(x) und v(x) (5) lésen. 
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Wir bemerken nun, daB die Voraussetzung (11) auch so formuliert werden kann: 
Ks sei a >0 eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt in 0 <|v| <a mit passendem K >0 


f(v) = v + |e|* g(r) (30) 
und 
lgv)| <K. (30’) 
Ks sei nun fiir x => a(a)>0 
0<-(144) <a. (31) 


Wir geben ein beliebiges ¢ > 0 vor und wihlen x(a, «) so groB, dab 


Q0 . gar e-Xe—D —< ¢, (32) 
Wir halten dieses « fest und behaupten 
Lemma 2. 


Es sei M > max (2(a), x(x, €), 1). Dann gilt fiir r >0 


v(a) = 2 () + fay eS) (33) 


ete Se fur we aT (34) 


mit 


gleichmaBig fir r = 0. 
Wir beweisen dies wieder durch Induktion: 


Fiir r = 0 folgen (33) und (34) unmittelbar aus (15). Es sei die Behauptung schon 


fiir 1, 2,...,r bewiesen. Zunachst gilt fir r =1 und « >0 
[v,(x)| <|vo(x)|, (35) 
das heibt, 
d 2 
v,() a oe — ) (36) 


Dies haben wir im Lemma 1 bewiesen. 


Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir anderseits annehmen, daB fiir x = M 


ola) Sv(2) — e £(S] (37) 
gilt. Aus (13) und (14) folgt 
rarlt) = se J 2 J f(op(w)) de (38) 


Aus (38), (30) und (30’) folgt fiir « = M 


vps alae) <a | a | (rm) + K |v,(w)|) du de 
und weiter nach (37) 
1 co co 1 co a d ent K co aC m 
UnG (ae) — J 2 \ Vo(u) dudz —e = | z j oe eG dudz + =| zZ j |v,*(u)| dudz. (39) 


Das erste in (39) rechts stehende Integral ist einfach v,(~), das zweite Integral hat 


é 
den Wert —;e”. 
we 
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Zwecks Abschitzung des dritten Integrals bemerken wir, da fiir w 2 M aus (35) 


—u 
|v,(u)| < 2 = also 
ema, 


u~ 


v(w)|* < 2° (40) 


folgt. Somit wird 


co 


; cS a CO CO ,— aU 
=) 2 | \v,(w)|* du dz < ae j 2 | ue dudz < 
x z@ 


x z 


co 


2° K ; 
naa ae Cn 20s = 
x 


2” K 
git a2 


— 
Care 


Cm Cepia 3 
: . 


Oe 


(e-# x | 
aoe 


Aber fiir x = M wird dieser letzte Ausdruck < 2¢ 


— . Zusammen mit (36) ist damit 


die Behauptung des Lemmas 2 bewiesen. y: 
Nunmehr kommen wir rasch zum Ziel unserer Uberlegungen. Aus Lemma 2 
folgt sofort, daB 


v(x) ee (41) 


fiir xz — oo gilt, womit auch gezeigt ist, daB v(x) fiir x >0 nicht identisch ver- 
schwindet. Aus (29) folgt aber dann ohne Schwierigkeit, da auch 


— £ 


y(%) ~ —— 


fiir x — oo gilt und damit ist alles bewiesen. 
Wir merken noch an, dafi man die Bedingung (11) z. B. zu 


f(v) =v + O||»| (log a) 


mit geeignetem 6 > 0 verscharfen konnte. Der Beweis des Lemmas 2 kann fast ohne 
Modifikationen auf diesen Fall tibertragen werden. 


(Eingegangen am 22. Februar 1956) 


(Zentralanstalt fiir Meteorologie und Geodynamik) 


Zum gegenwartigen Stand der numerischen Wettervorhersage 
Von H. Reuter, Wien 


Zusammenfassung. Die theoretischen Untersuchungen der letzten Jahre mit dem Ziel, die 
Wettervorhersage auf eine exakte mathematische Grundlage zu stellen, befaBten sich neben 
einzelnen Vorausberechnungen von (strahlungsbedingten) Temperaturiinderungen in praktisch 
unbewegter Luft (statisches Problem) vornehmlich mit denjenigen Prozessen in einer reibungs- 
losen, trockenen Atmosphire, die adiabatisch verlaufen. Es werden die Grunddifferentialgleichun- 
gen fur dieses Teilproblem der atmosphirischen Dynamik aufgestellt und die bisher vorge- 
schlagenen bzw. durchgefiihrten Lésungsversuche umrissen. Da die vollstiéndigen Differential- 
gleichungen neben den wetterprognostisch (synoptisch) wichtigen, groBraumigen und _ relativ 
langsam verlaufenden Prozessen der Verlagerung und Entwicklung von Druckgebilden auch 
noch kurzperiodische Gravitations- und Triigheitswellen zulassen, die jedoch fiir Prognosenzwecke 
von untergeordneter Bedeutung sind, konzentriert sich das Hauptinteresse der Theoretiker auf 
die Anbringung sogenannter ,,Filterbedingungen“’ an den Differentialgleichungen, die diesen 
,meteorologischen Lirm‘ eliminieren, Dies ist nimlich schon deshalb erforderlich, weil sonst 
bei der numerischen Integration zur Wahrung der numerischen Stabilitat der Lésung bis zu 
Zeitschritten von 5 bis 10 Minuten heruntergegangen werden miiBte, was auch bei Einsatz von 
modernsten elektronischen Rechenmaschinen ein zu zeitraubendes Unterfangen wire. Die erste 
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vorgeschlagene »Filterbedingung“, die sogenannte geostrophische Approximation, hat sich als 
zu weitgehend und im Widerspruch mit physikalischen Prinzipien herausgestellt. 

Wenngleich der theoretischen Meteorologie seit jeher eine besondere Rolle im 
Rahmen der gesamten meteorologischen Forschung zugekommen ist, da sie die wichtige 
Verbindung zwischen rein deskriptiver Meteorologie und Physik der Atmosphare 
herstellte, waren die theoretischen Ergebnisse im Problemkomplex der eigentlichen 
Wettervorhersage lange Zeit hindurch auBerst spiirlich. Erst in jiingster Zeit stellten 
sich auch in diesem so ungeheuer schwierigen Gebiet gewisse Erfolge ein, die das 
ersehnte Ziel, zumindestens Teilprobleme der Wettervorhersage auf eine exakte 
mathematische Grundlage zu stellen, in greifbare Nahe geriickt erscheinen lassen, 
zumal die duBerst zeitraubenden numerischen Rechenverfahren mit Hilfe moderner 
elektronischer Rechenmaschinen in beachtlich kurzer Zeit durchgefiihrt werden 
konnten. Wir begegnen hier bereits dem ersten Grundproblem der numerischen 
Wettervorhersage, niimlich dem ,,Zeitproblem‘‘, das darin besteht, daB8 uns bei ge- 
gebenen Anfangsbedingungen die Zeit vorgeschrieben ist, die zur Vorausberechnung 
gewisser meteorologischer Groen zur Verfiigung steht, soll dieselbe prognostischen 
Wert besitzen, da sonst gewissermafen die Natur die Gleichungen rascher integriert. 
Die Umgebung dieser Schwierigkeit, etwa durch Einbeziehung der Vorgange in der 
gesamten Lufthiille unseres Planeten inklusive der (bekannten) 4uBeren Energie- 
zufuhr durch die (periodische) Sonnenstrahlung scheitert an der allzu groBen 
Kompliziertheit des Problems und an den derzeit noch sehr mangelhaften Beobach- 
tungen in manchen Teilen der Erdoberflache, obwohl eine prinzipielle mathematische 
Formulierung denkbar wire. Man begniigt sich daher vorerst damit, entweder rein 
statistische Vorginge bei variabler Energiezufuhr oder dynamische bei Annahme 
adiabatischer Prozesse zu behandeln. Zu den ersten Problemen gehoren vor allem 
die Rechnungen zu dem sogenannten solaren Klima, die Untersuchungen tiber die 
Absorption und Zerstreuung in der Atmosphiare oder allgemein iiber den Warme- 
und Strahlungshaushalt der Atmosphire und der Erdoberfliche. Wegen der in den 
meisten Teilen der Erdatmosphire jedoch iiberwiegend dynamischen Vorginge kommt 
diesen Rechnungen nur eine untergeordnete prognostische Bedeutung zu. Trotzdem 
lassen sich solcherart bei bestimmten Wetterlagen Vorausberechnungen der zu er- 
wartenden (strahlungsbedingten) Temperaturainderungen durchfiihren, wie sie vor 
allem von Brunt?, Reuter?, Gold’, Neiburger*, Reuter und Knizek’ fiir die 
Vorhersage der Minimum- und Maximumtemperatur an ,,Strahlungstagen“, das 
heiBt windschwachen, gering bewélkten Tagen, angegeben wurden. 

Wesentlich gréBere Bedeutung kommt jedoch dem zweiten Teilproblem, namlich 
dem dynamischer, adiabatischer Vorgiinge, zu, speziell im Hinblick auf die grob- 
riumigen Anderungen der Luftdruckverteilung in der freien Atmosphire (oberhalb 
der sogenannten Reibungsschicht), die fiir kiirzere Zeitraume (ein bis drei Tage) in 
vielen Fallen als adiabatische Ablaufe anzusehen sind. Die (auBere) Warmezufuhr 
durch die Sonneneinstrahlung (nur diese kommt als Energiequelle ernsthaft in Frage), 
also die nichtadiabatischen Prozesse, kénnen tatsichlich fiir die Mehrzahl der im 
Druck- und Windfeld stattfindenden Entwicklungen vernachlissigt werden. Sie 


1 —. Brunt: Physical and Dynamical Meteorology. Cambridge: University Press. 1944. 

2 H. Reuter: Forecasting minimum temperatures. Tellus 3, 141—147 (1951). 

3 E. Gold: Maximum day temperatures and the Tephigram. Met. Office Prof. Notes, 68, 
London (1933). 

4M. Neiburger: Insolation and the prediction of maximum temperatures. Bull. Amer. 
Met. Soc. 22, 95—102 (1941). 

5 BF. Knizek und H. Reuter: Uber den Warmehaushalt der unteren Luftschichten an heiteren 
Tagen und die Prognose der Maximumtemperatur. Arch. Met. Geophys. u. Bioklim, Ser. A 
(erscheint 1956). 
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schépfen ihre Energie aus der im Anfangszustand aufgespeicherten potentiellen Energie. 
Die Energiezufuhr von der durch die Sonnenstrahlung erwirmten Erdoberflache ist 
in kiirzeren Zeitriiumen gering, da die sich nachts umkehrende Strahlungsbilanz den 
Tagesgewinn meist wieder abgibt. Eine besondere Rolle spielt allerdings die Zufuhr 
von Energie auf dem Wege tiber die Wasserverdunstung in Form von Kondensations- 
wiirme beim Wolkenbildungsproze8. Dieser Beitrag diirfte nach neueren Unter- 
suchungen (s. vor allem Kleinschmidt*) in manchen Fallen eine groBe Rolle spielen. 

Als derzeit vordringlichstes ,,Teilproblem‘ der numerischen Wettervorhersage 
wird demnach die Vorausberechnung der drei Windkomponenten und der Druck- 
verteilung fiir einen gegebenen Anfangszustand tiber einem grdéBeren Teil der Erd- 
oberflaiche (fiir einen Zeitraum von 1 bis 3 Tagen) angesehen, wobei die ,,Modell- 
atmosphare“ als reibungslos und trocken vorausgesetzt wird und gemaB den obigen 
Ausfiihrungen nichtadiabatische Prozesse vernachlassigt werden. Das verbleibende 
Problem ist trotzdem noch ganz auBerordentlich kompliziert und gegenwartig noch 
nicht befriedigend gelést, obwohl in den letzten Jahren beachtliche Fortschritte 
erzielt werden konnten. Wir wollen im folgenden kurz berichten, wie weit man bisher 
gelangt ist und vor welchen Schwierigkeiten und noch ungelésten Problemen wir 
derzeit stehen. 

Um das Problem mathematisch zu formulieren, miissen wir die atmospharischen 
Grunddifferentialgleichungen zusammenstellen. Als Koordinatensystem verwenden 
wir ein fix mit der Erdoberfliche verbundenes kartesisches, dessen 2-Achse nach Osten, 
y-Achse nach Norden und z-Achse zum Zenith weist. Die Bewegungsgleichungen 
schreiben sich dann bei Vernachlaissigung der Reibung unter Beriicksichtigung der 
(nur in der z-Richtung wirksamen) Gravitationskraft der Erde zu: 


du 1 dp 
Sa I nee 
dv 1 Op 
dw 1 Gp 
gp al a Gis SIRES 


Hierin sind uw, v, w die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors », f = 2 2 sin 
und J = 22 cos @ die Coriolis-Parameter (2 Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation, 
py geographische Breite), @ die Luftdichte, » der Luftdruck, g die Gravitations- 
beschleunigung und ¢ die Zeit. 

Fiir meteorologische Probleme kénnen die Gl. (1) vereinfacht werden. In der 
ersten Gleichung kann /w, in der dritten /w und dw/dt gegeniiber den anderen 
Gliedern vernachlassigt werden. Dadurch geht die letzte Gleichung in die statische 
Grundgleichung tiber und die verbleibenden Gleichungen werden als quasi-statische 
bezeichnet. Weiters kann nunmehr eine Transformation derselben durchgefiihrt 
werden, die sich als sehr vorteilhaft erweist, indem naimlich der Druck p an Stelle 
von z als vertikale Koordinate eingefiihrt wird, so daB also » und z ihre Rollen als 
abhangige und unabhangige Variable vertauschen (s. Reuter’). In diesem (a, y, 7, t)- 
System lauten dann die Gl. (1) nach Euler-Zerlegung der substantiellen Beschleuni- 
gungen: 


ou ou oH 
ee ear he 8 or or (2) 
dv ov oH 
ot + ¥2°-Vvu+oa op +fu=— oy’ 


6° E. Kleinschmidt jun.: Uber Aufbau und Entstehung von Zyklonen. Meteor. Rdsch. 3 
54 (1950). 
’ H. Reuter: Methoden und Probleme der Wettervorhersage. Wien: Springer-Verlag. 1954. 
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1 oH 


Dabei sind hier die Komponenten wu, v als diejenigen eines zweidimensionalen 
Vektors p, auf einer p-Fliiche zu verstehen. Ferner ist w = dp/dt die sogenannte 
generalisierte Vertikalgeschwindigkeit und H = gz das Geopotential. 

Zu den Gl. (2) tritt als weitere die Kontinuitiatsgleichung. Sie lautet im 
(x, y, p, t)-System (s. Reuter’): 

Ou ov dw 

Ox | oy r op sa (3) 

Damit ist das hydrodynamische Problem formuliert und zusitzliche Gleichungen 
liefert die Thermodynamik. Wir benétigen die Zustandsgleichung der Gase (die 
Atmosphire wird als ideales Gas angesehen) und den ersten Hauptsatz der Wirme- 
lehre in Form der Adiabatengleichung. Denselben schreiben wir 


aber Matis eT Penk TL ar p 
= dt oc, dt dt Cy p CRE | vb, VT — Rowe 
: Pues (IRS oT 
mit ose (= —p=) (4) 


mit c, als spezifischer Wiirme der Luft bei konstantem Druck und o als sogenannter 
Stabilitat. Unter Verwendung der statischen Grundgleichung (2a) wird mit der 
Zustandsgleichung der Gase: 


1 oH Real (5) 
so daB (4) in die Form e 7 Bk 
eH oH : eH IES ale 
R ee as | 
ep ot + b2°V Op +owo= 0, mit o= Spine hin pape (4a) 


iibergeht, wenn fiir die Gaskonstante R =c, — c, (c, spezifische Wiarme bei kon- 
stantem Volumen) gesetzt wird und x =c,/c, bedeutet. Die Gl. (2), (3) und (4a) 
bestimmen vollstaéndig das Problem, das wir uns gestellt haben, nimlich die Vorginge 
in einer trockenen reibungslosen Atmosphiare bei Vernachlassigung der 4uBeren Warme- 
zufuhr zu untersuchen, wenn noch die Randbedingungen gegeben sind. Hs sind vier 
Gleichungen fiir die vier unbekannten Funktionen u,v, w und H der unabhangigen 
Variablen x, y,p und ¢ vorhanden. Die Randbedingungen werden folgendermafen 
formuliert: Fiir die obere Grenze der Atmosphire, also fiir 


p =0 gilt (w)°=0. (6) 
Fiir die untere Begrenzung durch die Erdoberfliiche wird zunachst im z-System 
Un (P = Po) = Uno = 9, (7a) 


da die Strémung die Erdoberfliche nicht durchsetzen kann. v, bedeutet hier die 

Normalkomponente des Geschwindigkeitsvektors. Da wir im p-System arbeiten, 

miissen wir die Bedingung (7a) anders formulieren. Bezeichnen wir mit 
F=gz—h(x, y)=0 


die Topographie der Erdoberfliche, so ist (v,;-V F)) = 0 (im z-System) mit der 
Bedingung (7a) gleichwertig und man erhalt daraus 


(gw — v2*Vh), = 9 (7) 
oder aH 

(Fr), = a Vo. (7) 
An Stelle der Randbedingung (7) wird hiufig auch niherungsweise die im p-System 
einfachere p= pos” (Wp =0 (8) 


verwendet. 
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Da die zu lésenden Gleichungen nichtlinear sind, ist es aussichtslos, eine all- 
gemeine Liésung des Systems, das Anfangsbedingungen als willkiirliche Funktionen 
enthalt, analytisch herzuleiten. Es bleiben zwei Méglichkeiten, um zu einer Lésung 
zu gelangen, namlich erstens Linearisierung und zweitens numerische Integration. 
Beide Wege sind beschritten worden. Hs zeigte sich, daB die Lineaiisierung mitunter 
wesentliche Eigenschaften atmosphidriseher Prozesse unterdriickt. Fiir praktische 
(prognostische) Zwecke bleibt daher nur die numerische Integration tibrig. Dabei 
werden nicht die Zustandsvariablen selbst, sondern ihre Ableitungen als abhingige 
Variable betrachtet. Es ist dann méglich, da die Gleichungen in den Tendenzen 
du/ét usw. wesentlich einfacher als in den Variablen selbst sind, diese als Funktionen 
anzuschreiben, die zur Zeit ¢ = f¢, nur von den raumlichen Ableitungen abhangen. 
Allerdings steht die Kontinuitatsgleichung als Vertriglichkeitsbedingung einer will- 
kirlichen Vorgabe von w zur Zeit ¢t, entgegen, so daf dieses zuerst durch Integration 
tiber die vertikale Luftsiule, also 

Dp 
ou ov 

0 — Ne Hey) (9) 
bestimmt werden mu’. Die Tendenz des Geopotentials 6H /et laBt sich aus der 
Adiabatengleichung (4a) gleichfalls durch Integration tiber p zur Zeit ¢) ermitteln. 
Nach Vorliegen numerischer Losungen fiir die Tendenzen werden die Differential- 
quotienten du/éé usw. durch Differenzenquotienten ersetzt und auf diese Weise der 
Zustand nach Ablauf des Zeitintervalls At berechnet. Durch iterative Anwendung 
dieses Differenzenverfahrens auf die Variablen zur Zeit ¢, + 4¢t gewinnt man 
Losungen fir den Zeitpunkt ¢) + 2 At usw. Da man jedoch gezwungen ist, schon 
beim ersten Schritt auch die raumlichen Differentialquotienten unter Einfiihrung 
eines endlichen réumlichen Maschennetzes Az, Ay, Ap durch Differenzenquotienten 
anzunéihern, mu8B das Differenzenverfahren numerisch stabil sein, das heiBt bei allmah- 
licher Verkleinerung de1 (endlichen) Inkremente bis zur Grenze Null gegen die Lésung 
der Differentialgleichung konvergieren. Um das zu gewahrleisten, miissen die von 
Courant-Fridrichs-Lewy aufgestellten Stabilitatskriterien erfillt sein. 


Man hat nun untersucht, bis zu welchen Zeitschritten man bei direkter numerischer 
Integration der oben angegebenen vier Gleichungen heruntergehen miiBte, um bei 
den durch die Beobachtungen vorgegebenen riumlichen Inkrementen die numerische 
Stabilitét zu wahren. Dabei zeigte sich, daB Zeitinkremente von der GréSenordnung 
5 bis 10 Minuten erforderlich waren. Dies hat seinen Grund darin, daB die ver- 
wendeten Gleichungen neben den groBraumigen fiir den Wetterablauf mafgeblichen 
Vorgangen auch noch kurzperiodische Schwingungen in Form von Gravitations- 
und Tragheitswellen zulassen, die fiir die meteorologisch wichtige Lésung jedoch 
von geringem Interesse sind. Diese sogenannten ,,Larmprozesse‘ (meteorological 
noise) sind letzten Kndes die Ursache, warum eine direkte numerische Integration, 
wie sie eben beschrieben wurde, bisher nicht durchgefiihrt wurde, da bei der Kleinheit 
der Zeitinkremente At auch bei Zuhilfenahme moderner elektronischer Rechen- 
maschinen das Arbeitspensum fiir eine 24- bis 48stiindige Prognose nicht in der er- 
forderlichen Zeit bewaltigt werden kénnte®. 


* Mit Ausnahme von L. F. Richardson®, der das eben geschilderte Verfahren erstmalig 
vorschlug, dessen diesbeziiglichen Rechnungen jedoch numerisch instabil waren, ist in der 
Theorie der numerischen Wettervorhersage fiir praktische Zwecke der Weg bislang nicht be- 
schritten worden. 


° L. F. Richardson: Weather prediction by numerical processes. Cambridge: University 
Press. 1922. 


Zum gegenwiartigen Stand der numerischen Wettervorhersage 257 


Man hat sich in den letzten Jahren vielmehr damit beschaftigt, die Lirmprozesse 
aus den Gleichungen zu eliminieren, um dann mit Berechtigung ein zulassiges Zeit- 
inkrement von der GréB8enordnung 1 bis 2 Stunden zu verwenden. Allerdings ist es 
bis heute noch nicht gelungen, solche in jeder Weise befriedigende ,,Filterbedin- 
gungen* fiir die Lirmprozesse zu finden, so da auch derzeit noch dieses Problem 
als vordringlichstes der numerischen Wettervorhersage anzusehen ist. Wir werden 
im folgenden einen kurzen Uberblick iiber die bisher erreichten diesbezitiglichen Erfolge 
geben. 

Kinen ersten Hinweis, auf welche Weise Filter zu finden sind, die meteorologisch 
zweitrangige Bewegungsvorgiinge aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen heraus- 
filtern, gibt die Natur selbst. Es ist iiberhaupt ein Lichtblick in den schier uniiber- 
windlichen Schwierigkeiten, die sich dem Problem der mathematischen Wettervorher- 
sage entgegenstellen, dai wir gewissermaBen tiglich Losungen der Gleichungen an 
Hand der Beobachtungstatsachen vorgefiihrt bekommen. Dabei zeigte sich nun 
folgendes: Die in den meisten Fallen auftretenden tatsichlichen substantiellen Be- 
schleunigungen du/dt bzw. dv/dt sind (zumindestens in mittleren und hohen Breiten) 
klein gegeniiber den Coriolis-Beschleunigungen f.v bzw. f. wu. Mit anderen Worten: 
Die wirklichen Windkomponenten wu, v weichen nur wenig von den durch folgende 
Gleichung definierten sogenannten geostrophischen Windkomponenten ab. 


5 oH 
Ug f dy’ 
oe 
v= fF oa’ (10) 


Philipps kam daher auf den Gedanken, den (zweidimensionalen) geostrophischen 
Wind y, (u,, v,) gewissermafen als erste Naherungslosung der Bewegungsgleichungen 
aufzufassen. Zwecks Gewinnung weiterer Naherungen werden zunichst die Be- 
schleunigungen geostrophisch approximiert, das heiBt dujdt und dv/dét durch du,/dt 
bzw. dv,/dt ersetzt. Dann liefern die Gl. (2) eine zweite Naherung vy (v2, v2), die 
nun ihrerseits zur Approximation der Beschleunigungsterme verwendet wird und so 
fort. Man kann sich tiberzeugen, daf dieses Verfahren konvergiert, solange der 
Coriolis-Parameter nicht zu klein wird. Natiirlich ist es im Einzelfall recht umstind- 
lich, die Lésung auf Grund der Philippsschen Reihe auszurechnen. Jedoch zeigte sich, 
daB gerade fiir die uns interessierenden groBraumigen Vorgiinge das Verfahren rascher 
konvergiert, somit durch sukzessive geostrophische Approximation die gewiinschte 
Filterbedingung zu erreichen ist. Die Genauigkeit solcher Approximationen der 
horizontalen Windkomponenten wurde von Hollmann und Reuter™ untersucht. 
Wie Charney” und Hinkelmann® zeigen konnten, wird bereits durch die zweite 
Naherung der geostrophischen Approximation der GroBteil des ,,meteorologischen 
Larmes* eliminiert. Man hat derartige Untersuchungen nicht an den Bewegungs- 
gleichungen (2) selbst vorgenommen, sondern aus denselben nach einem Vorschlag 
von Rossby“ durch kreuzweise Differentiation und Subtraktion der ersten Gleichung 


10 H. Philipps: Die Abweichung vom geostrophischen Wind. Meteorol. Z. 56, 460—483 
1939). ; 
G. Hollmann und H. Reuter: Uber die Genauigkeit verschiedener Approximationen 
der horizontalen Windkomponenten. Tellus 5, 403—412 (1953). 

12 J. Charney: On the scale of atmospheric motion. Geof. Publ. 17, 17ff. (1948). 

13K. Hinkelmann: Uber den Mechanismus des meteorologischen Lirmes. Tellus 8, 285 
bis 296 (1951). an ; 

“4 C. G. Rossby: Relation between variations in the intensity of the zonal circulation of 
the atmosphere and the displacement of semipermanent centers of action. J. Mar. Res. 2, 38—55 
(1939). 
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von der zweiten die sogenannte Vorticitygleichung (Wirbelgleichung) abge- 
leitet, die 


én CO, ; ose is | 
ape Da VG spe gent vs — (Ge op oy op 
: ov ou 
mit 4 = Ge ay leu ay 


lautet. 7 ist hier: die sogenannte absolute Vorticity (WirbelgroBe), das heift, 
die doppelte Drehgeschwindigkeit um eine vertikale Achse (bzw. eine Achse normal 
zur p-Flache) oder Vertikalkomponente des Rotorvektors der Geschwindigkeit 
vermehrt um die entsprechende Komponente der Erdrotation. In der Gl. (11) kénnen 
die Komponenten « und v geostrophisch approximiert werden, dann erhalt man im 
wesentlichen dasselbe Ergebnis, wie wenn in der Philippsschen Reihe nach dem zweiten 
Glied abgebrochen wird. Man mu8 dabei allerdings bedenken, da8 der Coriolis- 
Parameter f = 2Qsing in der Nord-Siid-, das heiBt in der y-Richtung variiert. 
Man nimmt naherungsweise eine lineare Abhingigkeit f = f,) + 6 y an. Dann erhalt 
mit einigen kleinen Vernachlissigungen die folgende geostrophisch approximierte 
Vorticitygleichung : 
oH the tal a IO 0H 
ie sag aka pia taels ACP ae 
Ong | OM Wg ow a 
op ox Op oy ep | 
Es gibt nun einen Idealfall, namlich den, bei welchem die Windrichtung und -ge- 
schwindigkeit mit der Hohe (das heiBt mit abnehmendem Druck) nur wenig variiert, 
wo die rechte Seite von (12) praktisch verschwindet. Nun ist es eine durch Be- 
obachtungen erhirtete Tatsache, daB fiir die ganz groBraumigen Druckzentren, die 
sogenannten Steuerungszentren, dies innerhalb gewisser Grenzen zutrifft. Fiir 
die mathematische Erfassung dieser Prozesse wird daher bereits die Gleichung 


oH Ly CELE ll OH eo oH 

Lae ee MY Thicke eee Pe AE (12a) 
verantwortlich sein. Tatsaichlich bildete sie den Ausgangspunkt fiir die ersten Versuche 
der numerischen Wettervorhersage. Nachdem Rossby" eine Lésung durch Lineari- 
sierung gefunden hatte und auch partikulare Losungen der nichtlinearen Gleichung 
von verschiedenen Autoren angegeben worden waren, wurde die Gl. (12a) erstmalig 
im Jahre 1950 in Princeton am Institute for Advanced Study von Charney, Fjértoft 
und v. Neumann” numerisch integriert, und zwar fiir eine durch tatsiichliche Be- 
obachtungen in der freien Atmosphiare (auf der 500-mb-Fliche, das ist in etwa 5000 m 
Hohe) gegebene Anfangsverteilung. Seitdem sind diese Versuche haufig wiederholt 
und die Rechentechnik sehr verbessert worden, so da derartige Integrationen fiir 
ein Gebiet von der GroBe Europas in erstaunlich kurzer Zeit bewiiltigt werden konnten. 
Bei Zeitschritten von der GréBe von zwei Stunden bendtigte man zu einer 24stiindigen 
Vorausberechnung nicht viel mehr als eine halbe Stunde. Natiirlich ist die 
Programmierung der Rechenmaschine ein Problem fiir sich, das von der Konstruktion 
der Maschine abhingt. Auf die Technik der eigentlichen numerischen Integration 
kann hier nicht eingegangen werden. 


So ermutigend diese ersten numerischen Berechnungen auf Grund der Gl. (12a) 
auch waren, sie konnten damit nur ein sehr spezielles Teilproblem des eingangs 
formulierten (gegeniiber den natiirlichen Verhiiltnissen noch immer vereinfachten) 


= —7,V:v,—@ (12) 


6 Der erste Term rechts — 7, V+», ist praktisch Null. 


* J. Charney, R. Fjértoft and J. v. Neumann: Numerical integration of the barotropic 
vorticity equation. Tellus 2, 237—254 (1950). 
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Problems der in einer reibungslosen Atmosphiire stattfindenden adiabatischen Prozesse 
behandeln. Wir haben nimlich bisher (wegen Vernachlissigung der in der Vertikalen 
auftretenden Anderungen der Strémungszustiinde) weder von der Kontinuitits- 
gleichung (3) noch von der Adiabatengleichung (4a) Gebrauch machen miissen. 
Will man dies auf dem hier beschrittenen Weg tun, so diirfen die Terme auf der 
rechten Seite der Gl. (11) nicht gestrichen werden. Man hat daher folgenden Weg 
eingeschlagen: Der erste Term auf der rechten Seite von (11) — 7 V+ vv, wird durch 
—fV-\, angenihert. Dies ist, wie die Erfahrung zeigt, in mittleren und hohen 
Breiten bei den in der Praxis vorkommenden Kriimmungen und Scherungen meist 
erlaubt. Dann la%t sich dafiir aus der Kontinuititsgleichung (3) f éw/ép schreiben 
und wir erhalten an Stelle von (11): 
tay ow On Ow ov dw Ou 
p+. Vn=te og — (4 oe Ba =o). (11a) 
Nunmehr werden die beiden letzten Terme auf der rechten Seite von (lla) ge- 
strichen. Dies scheint eine sehr einschneidende Vereinfachung zu sein, doch wird 
sie durch gewisse Erfahrungen nahegelegt, wenngleich im einzelnen das Verhalten 
noch zu klaren ware. Des weiteren wird dann die linke Seite von (11a) in der gleichen 
Weise, wie dies friiher geschehen ist, geostrophisch approximiert, so daB wir folgende 
Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten H und w erhalten: 


oH eel rd... lh elele Ye. oH 0m 
oe nae oy ag VO H jeg ae V H+ Be eft Op (13) 
Nehmen wir jetzt als zweite Bestimmungsgleichung die Adiabatengleichung (4a), so 
ist es méglich, w zu eliminieren und eine Gleichung fiir die Variable 0H /ét herzuleiten. 
In der Adiabatengleichung (4a) wird v, natiirlich auch geostrophisch approximiert. 
Zur vereinfachten Schreibweise beniitzen wir den sogenannten Jakobi-Operator, der 
definitionsgemaB 


__ _0(9,h) __ eg oh oh og 
— O(a, y) Ox Oy Ox dy 
als Abkiirzung fiir die Funktionaldeterminante zweier abhangiger Variabler eingefiihrt 
wird. Damit schreibt sich die aus (13) und der geostrophisch approximierten Gl. (4a) 
nach der Eliminierung von wm gewonnene Gleichung zu: 
oH Ch OSE 1 eof) | 
ce ot tof ef aoe JH, a ly) 

Diese Gleichung bildet die Grundlage fiir die in den letzten Jahren durchgefiihrten 
Rechnungen zur numerischen Wettervorhersage. Sie ist in der Variablen 0H/ét eine 
dreidimensionale Differentialgleichung zweiter Ordnung und fiir o > 0 vom elliptischen 
Typ. 
Da der dreidimensionale Lésungsproze8 sehr umstandlich ist und bei Anwendung 
von Iterationsverfahren nur sehr langsam konvergiert, hat man versucht, durch 
weitere ,.Modellannahmen*“ verhiltnismafBig rasch zu einer Losung zu kommen. 
Dies geschieht derart, daB man von vornherein tiber die Funktion H gewisse (durch 
Beobachtungsergebnisse nahegelegte Voraussetzungen) trifft, etwa in der Form: 


H(x, y, p, t) = Py(p) pil, y, t) + PalP) e2(* y, #). (15) 
Weiters wird meistens angenommen, da die Stabilitat o nur eine Funktion von p 
sei, die empirisch zu ermitteln ware u. dgl. mehr. Auf alle Falle ist verstandlich, dab 
die Lésung auf erhebliche Schwierigkeiten st6Bt, woraus die ungeheure Kompliziertheit 
der atmospharischen Prozesse ersichtlich wird. Es sind bisher eine ganze Reihe ver 
schiedener Lésungen der Gl. (14) mit verschiedenen zusitzlichen Annahmen (15) 
veroffentlicht und fiir numerische Integration mittels elektronischer Maschinen vor- 


J(g,h) 
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oH (a) 
IH, VA) — BZ — te 


260 J. Rybarz: 


geschlagen und auch durchgefiihrt worden. Es sind dies die sogenannten ,,Modelle* 
von Eady’, Sawyer und Bushby’’, Eliassen’’, Charney und Philipps® und 
Hinkelmann und andere mehr. Mit einigen dieser Lésungsprozesse wurden und 
werden auch schon mehr oder weniger regelmiBige Vorausberechnungen der 
Strémungsverhiltnisse in zwei bis drei Schichten der Atmosphiare durchgefihrt. Die 
Ergebnisse sind nur.zum Teil als befriedigend zu bezeichnen. Man hat sich daher 
in allerletzter Zeit die Frage gestellt, ob mit den getroffenen Vereinfachungen nicht 
zu unrealistische Annahmen getroffen wurden. Dabei zeigte sich, daB offenbar die 
geostrophische Approximation, wie sie in der oben geschilderten Weise durchgefihrt 
wurde, zwar die Larmprozesse eliminiert, aber anderseits den groBraéumigen, wetter- 
maig wichtigen Vorgiingen, wie Entwicklung von Tiefdruckgebieten und Verlagerung 
der (groBriumigen) Druckwellen, doch gewisse unrealistische Schranken auferlegt. 
Man gelangt hier sogar bei einer eingehenden Analyse des Mechanismus der geo- 
strophischen Approximation zu dem Ergebnis, da die Gl. (14) in mancher Hinsicht 
im Widerspruch zum Energieprinzip steht. Der Beweis dafiir wiirde den Rahmen 
dieses Artikels tiberschreiten. Es sei zum Schlu8 nur bemerkt, da8 es mithin derzeit 
das vordringlichste Problem der numerischen Wettervorhersage ist, eine andere 
Filterbedingung als die geostrophische Approximation zu finden. Einige diesbeziig- 
liche Ans&tze sind schon verdffentlicht worden (Hollmann*”). Doch ist es noch zu 
friih, tiber deren Brauchbarkeit ein abschlieBendes Urteil abzugeben. 


1” KH. T. Eady: Note on weather computing and the so called 21/, dimensional model. Tellus 4, 
157—167 (1952). 

18 J. S. Sawyer and F. H. Bushby: A baroclinic model atmosphere suitable for numerical 
integration. J. of Met. 10, 54—59 (1953). 

19 A, Eliassen: Simplified model of the atmosphere designed for the purpose of numerical 
weather prediction. Tellus 4, 147—156 (1952). 

20 J. Charney and N. A. Phillips: Numerical integration of quasi-geostrophic equations 
for barotropic and simple baroclinic flow. J. of Met. 10, 71—79 (1953). 

21 K. Hinkelmann: Zur numerischen Wettervorhersage mittels Relaxationsmethode unter 
Einbeziehung barokliner Effekte. I und II. Tellus 5, 251—259 und 499—512 (1953). 

2 G. Hollmann: Eine neue Methode zur approximativen Lésung barokliner Prognosen- 
probleme. Meteor. Rdsch. 8, 42—44 (1955). — Uber die Behandlung barokliner Prognosenprobleme 
mit Hilfe nichtgeostrophischer Gleichungen. Meteor. Rdsch. 8, 74—78 (1955). 


(Hingegangen am 14. Februar 1956) 


Neue Wege der modernen Risikotheorie 
Von J. Rybarz, Wien 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Die moderne Risikotheorie kniipft an das alte Problem vom Ruin des 
Spielers an. Auf Grund eines von B. de Finetti stammenden Theorems ist es méglich, die 
Wahrscheinlichkeit dafiir abzuschitzen, da ein Spieler im Verlauf einer unendlichen Folge von 
Spielen ruiniert wird. Auch fiir die Versicherungstechnik ist dieses Theorem von gréBter Be- 
deutung. 


Die groBartige Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in den letzten 
Jahrzehnten, insbesondere aber die in der Lehre von den Zufallsvariablen und den 
stochastischen Prozessen gewonnenen Erkenntnisse, haben auch in der Versicherungs- 
mathematik ihren Widerhall gefunden. Insbesondere die theoretische Grundlage aller 
Versicherungstechnik, niimlich die Risikotheorie, hat aus dieser Entwicklung Nutzen 
gezogen. 

Ks wurden verschiedene Versuche unternommen, die neuen Gedankengiinge der 
Wabhrscheinlichkeitsrechnung auf die Risikotheorie anzuwenden (etwa von Lund- 
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berg, Cramér u. a.). Hier soll iiber eine-Theorie berichtet werden, die von Finetti! 
begriindet und von Baudez? und Dubourdieu® weiter ausgebaut wurde. 

Die im folgenden benétigten einfachsten Begriffe aus der Theorie der Zufalls- 
variablen sollen zuniichst kurz in Erinnerung gebracht werden. 

Es sei X eine reelle Zufallsvariable, die Werte aus einem bestimmten endlichen 
Intervall annehmen kann. Unter der Verteilungsfunktion von X, auch Wahrschein- 
lichkeitsfunktion genannt, versteht man eine Funktion F(x), die zu jedem reellen x 
die Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen der Ungleichung X < x angibt, in Zeichen: 


F(z) = W{X <x}. (1) 
F(a) ist eine monotone, und zwar nicht abnehmende, Funktion, und es gilt: 
FP(— oo) = 0; F(oo) = 1, (2) 
und demnach auch 
| aF(x) = 1, (3) 


wobei das Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen ist. (Dies gilt auch von allen 
folgenden Integralen.) 

Ist g(X) eine beliebige Funktion von X, so versteht man unter dem Erwartungs- 
wert H(g) dieser Funktion den Ausdruck: 


B(g) = \ gu) - dF (2). (4) 
Speziell ist ee 
B(X) = | «- dF(z). (5) 


—co 
Unter der _charakteristischen Funktion von X“‘ versteht man die folgendermafen 
definierte Funktion /(f) eines reellen Parameters t: 


f(t) = E(¢*) = | &*- dF (a). (6) 
Ableitung der charakteristischen Funktion nach dem Parameter ¢ ergibt: 
f(t) =E(X-¢%); f(t) = B(X*-e*) >0. (7) 


Aus der zweiten Gl. (7) folgt, daB die Kurve u = f(t) tiberall konkav nach oben ist. 
Fiir ¢ = 0 erhalt man: 


(0) = HQ) =1;-— f'(0) = HX). (8) 


Nach diesen einleitenden Bemerkungen sei nunmehr A ein Spieler, der mit einem 
zweiten Spieler B ein Spiel spielt, dessen Ausgang vom Zufall abhingig sei. Hs soll 
verschiedene Méglichkeiten (natiirlich aber mindestens zwei) fiir den Ausgang des 
Spieles geben. A sei verpflichtet, nach Durchfiihrung des Spieles eine allgemein mit X 
bezeichnete Zahlung zu leisten, deren Hohe vom Spielausgang abhangig ist. Dann 
ist X eine Zufallsvariable; ihre Verteilungsfunktion F(x) dart als auf Grund der Spiel- 
bedingungen bekannt vorausgesetzt werden. 


1B. de Finetti: La teoria del rischio e il problema della rovina dei giocatori. (Giornale 
dell’Istituto Italiano degli Attuari, anno X, n%® I—2, 1939, Roma). 
Il Problema dei ,,pieni‘*. (Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari, anno XI, n° 1, 1940, Roma.) 

2 Gaston Baudez: Le plein dans les Compagnies d’assurance. Application aucas particulier 
des assurances sur la vie. (Librairie Dulac, Paris, 1941.) 

3 J. Dubourdieu: Théorie mathématique des assurances, Fascicule 1. (Gauthier-Villars, 
Imprimeur-Editeur, Paris, 1952.) 
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Der Spieler B habe bei diesem Spiel einen einmaligen Hinsatz zu leisten. Ist die 
Hoéhe dieses Einsatzes festgelegt mit 


© = E(X), (9) 


dann heift das Spiel ,,gerecht‘‘ oder ,,billig“. Der Grund dafiir ist folgender: 
Bezeichnet man mit Y den ,,Gewinn‘ des A: 
Y=€-—X, 
so ist ; 
E(Y) = H(€ — X) = C— H(X) = 0. (10) 
Die Gewinnerwartung des A ist also gleich Null, und dasselbe gilt, wie man leicht 
zeigen kann, fiir die Gewinnerwartung des B. 

Ist aber der Einsatz des B von © verschieden, so bedeutet das, daB das Prinzip 
der Gerechtigkeit verletzt wurde, und zwar zugunsten des A, falls er > €, zugunsten 
des B, falls er <€ ist. 

Die Wabhrscheinlichkeitsrechnung lehrt nun, da ein iiber ein endliches Vermégen 
verfiigender Spieler A mit Sicherheit seinem Ruin (das heiBt dem Verlust seines ge- 
samten Vermdgens) entgegengeht, wenn er fortlaufend Spiele um den gerechten Ein- 
satz spielt. Um den sicheren Ruin zu vermeiden, mu A von seinem jeweiligen 
Partner B einen um einen ,,Sicherheitszuschlag*‘ erhdhten Hinsatz 

©=C+a, (@>0) (11) 
fordern. Durch die Einhebung eines Sicherheitszuschlages zum gerechten Hinsatz 
wird zwar die Méglichkeit des Ruins nicht ausgeschlossen ; aber die Wahrscheinlichkeit, 
ruiniert zu werden, wird sicherlich um so geringer, je hoher der Zuschlag bemessen 
wird. 

Es ergibt sich somit die Frage, wie hoch der Sicherheitszuschlag a anzusetzen ist, 
damit die Wahrscheinlichkeit, daB A ruiniert werde, eine willkiirliche und natiirlich 
entsprechend niedrig festzusetzende obere Schranke nicht iiberschreite. 

Die Antwort auf diese Frage ist in einem von Finetti herriihrenden Theorem 
enthalten (siehe die in FuBnote 1 an erster Stelle genannte Arbeit). Die folgenden 
Ausfiihrungen sind zum Verstiindnis des Theorems unerlaBlich: : 

Wenn A den Hinsatz (11) einhebt, so ist sein Gewinn 


y=€'—<X (12) 
und der Erwartungswert des Gewinnes: 
! BY) = 2(@’ —X) = 6' —GC=]a=0. (13) 
Daraus folgt, daf{ Y positive Werte annehmen muf (weil ansonsten H(Y) nicht 
positiv sein kénnte). Aber Y mu auch negative Werte annehmen, weil ja sonst A 
auf jeden Fall gewinnen, B auf jeden Fall verlieren miiBte; ein derartiges Spiel kénnte 
aber unter normalen Bedingungen nie zustande kommen. 
Man kann daher zwei positive Zahlen « und 6 angeben derart, daB es Werte von Y 
gibt, die > « sind, und auch Werte von Y, die < — f sind. Es ist dann 
Wal x} > OS eet), (14) 
Sei nun G(y) die Verteilungsfunktion, und 


g(t) = E(e ¥) = few - dG(y) 


—co 


die charakteristische Funktion von Y. Man kann dann zeigen, dab 


g (co) = 00;  g(— oo) = ow. (15) 
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Zum Beweis der ersten dieser beiden Gleichungen hat man (¢ > 0 vorausgesetzt) : 


g(t) = je dG(y) + | e&¥- dG(y) = | ef” dG(y) Ser = Gols eft WY ot, 


Wegen der ersten Gl. (14) folgt daraus die erste Gl. (15). 


Ganz ahnlich verliiuft der Beweis der zweiten Gl. (15) (wobei t < 0 vorausgesetzt 
wird): 


=f} —co —p 
g(t) = | e+ d@(y) + | &¥- d@(y) = je%- dG(y) = e-8*- G(— B) = et. WEY <— fh. 
—co —B —co 


Wegen der zweiten Gl. (14) folgt daraus die zweite Gl. (15). 
Es ist ferner: 
g(0)= E(1)=1; g'(0) = H(Y) =a>0. (16) 

SchlieBlich ist g(t) > 0 [s. Gl. (7)]. 

Die Kurve w = g(t) ist demnach iiberall konkav nach oben, geht durch den 
Punkt (0,1) hindurch und hat dort eine Tangente mit dem Steigungskoeffizienten 
a >0O. Beachtet man noch die Relationen (15), so 
sieht man, daB der Verlauf der Kurve wu = g(t) durch 
die nebenstehende Figur wiedergegeben werden kann. 

Wie aus der Abbildung unmittelbar ersichtlich, 
schneidet eine Parallele zur ¢-Achse durch den Punkt 
P = (0,1) die Kurve in genau einem von P verschie- 
denen Punkt Q, und @ hat negative Abszisse. Sei 
—t(t >0) die Abszisse des Punktes Q. Dann hat 
also die Gleichung g(t) = 1 (17) 


auBer der Lésung ¢ = 0 auch noch die davon verschiedene Loésung ¢ = — tr. (Man 
tiberlegt leicht, daB es eine derartige Zahl + > 0 nur dann gibt, wenn &’ > &; fiir 
©’ = € wiirde sich t = 0 ergeben.) 

Zwischen der charakteristischen Funktion f(t) von X und jener g(t) von Y besteht 
eine einfache Beziehung; es ist namlich: 


g(t) = Ble?) = BE) =e. Be) — ®- f(— 3). (18) 
Setzt man in (18) t= — rt, so folgt wegen (17): 
g(— t) = 1 =e*®-- f(z), (19) 
und daraus erhalt man: 
eae (20) 


T 


Wie aus dem sogleich anzufiihrenden Theorem von Finetti hervorgeht, spielt die 
Zahl + in dem hier behandelten Problem eine entscheidende Rolle. Sie heiBt daher 
der ,,Sicherheitsindex“ des Spieles. Formel (20) zeigt, wie der einem vorgegebenen 
Sicherheitsindex 1+ entsprechende Einsatz ©’ zu berechnen ist. 

Das Theorem von Finetti lautet nun folgendermaBen : 

Es sei G,, S,,... eine unendliche Folge voneinander unabhingiger Spiele, und 
es sei A ein iiber ein (endliches) Vermégen K verfiigender Spieler, der ein Spiel der 
Folge nach dem anderen spielt. Die bei diesen Spielen an A zu leistenden Hinsitze 
seien &,', &,’,.... Dieselben seien alle héher als die gerechten Kinsitze, und zwar 
seien sie so bemessen, daB sie alle ein- und demselben Sicherheitsindex + entsprechen. 
Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit /7 dafiir, da A im Verlaufe dieser Spielfolge 
ruiniert wird, die Ungleichung W<e, . (21) 


18* 
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Es sei bemerkt, da® die Folge G,, ©,,... keineswegs aus der dauernden Wieder- 
holung eines und desselben Spieles zu bestehen braucht. Die Spiele der Folge dirfen, 
sowohl ihrer Art nach als auch hinsichtlich der aufs Spiel gesetzten Betrage, von- 
einander ganz verschieden sein. Wichtig ist nur, daB der zu jedem Spiel an A zu 
leistende Einsatz dem Sicherheitsindex t entspricht. . 

Der — iibrigens gar nicht so schwierige — Beweis dieses interessanten Theorems 
muB hier leider aus Raummangel unterdriickt werden. Der Leser findet ihn entweder 
in der unter FuBnote 1 an erster Stelle genannten Arbeit von Finetti oder aber in 
dem unter FuBnote 3 genannten Werk von Dubourdieu. Hier sollen nur einige Worte 
tiber die Anwendung des Theorems folgen: 

Da der Sicherheitszuschlag niemals'so hoch bemessen werden kann, daB A auf 
jeden Fall gewinnt, bleibt fiir A immer eine gewisse Ruinwahrscheinlichkeit bestehen. 
A wird also zundchst eine Entscheidung dariiber zu treffen haben, welche Ruin- 
wahrscheinlichkeit er in Kauf nehmen will. Hat er sich fiir eine derartige — im allge- 
meinen immer sehr kleine — Wahrscheinlichkeit /7 entschieden, so kann er auf Grund 
von (21) den anzuwendenden Sicherheitsindex berechnen: 


In I 
taped o> 
und dann auf Grund von (20) die einzuhebenden Einsiatze. 
Es ist klar, daB das soeben besprochene Theorem auch fir die Versicherungs- 
technik von allergr68tem Interesse ist. Denn jede Versicherung ist ja eine Art Spiel 
oder Wette, bei welcher der Versicherte auf den Hintritt, der Versicherer hingegen 
auf den Nichteintritt des versicherten Ereignisses wettet. Der Versicherer befindet 
sich in der Lage des Spielers A, da er einer praktisch unbegrenzten Anzahl von Spiel- 
partnern, das heiBt Versicherten, gegentibersteht. Er kann sich also in seiner Geschiafts- 
fiihrung die im Finettischen Theorem enthaltenen Erkenntnisse zunutze machen. 
Tatsachlich bietet das Theorem von Finetti dem Versicherer nicht nur eine Richt- 
schnur bei der Berechnung seiner Primien; es versetzt ihn auch in die Lage, das 
Maximum seines Selbstbehaltes zu bestimmen, und auch die Theorie der Riick- 
versicherung kann ganz darauf gegriindet werden. Die Anwendungsmdéglichkeiten 
des Theorems sind also sehr zahlreich. 
Auf die Details der soeben angedeuteten Fragen kann und soll aber hier nicht 
eingegangen werden, da dieselben allzu speziellen Charakters und — im Gegensatz 
zum Finettischen Theorem selbst — nicht von allgemeinem Interesse sind. 


(22) 


(Eingegangen am 22. Februar 1956) 


Uber ein, einer selbstadjungierten Differentialgleichung 
zuordenbares dreidimensionales Variationsproblem 


Von H. Sagan, Bozeman-Mont. 


Zusammenfassung. Es wird das dreidimensionale Variationsproblem fiir die Schwingungen 
einer kreisf6rmigen, am Rande eingespannten unbelasteten Membran betrachtet. Die Euler- 
Lagrangesche Differentialgleichung dieses Problems ergibt nach einem Bernoullischen Separations- 
ansatz unter anderem die Besselsche Differentialgleichung. Geht man jedoch mit dem Separations- 
ansatz direkt in das urspriingliche Variationsproblem ein, erhilt man fiir die Extremalen drei 
Integrodifferentialgleichungen, die zusammen mit den urspriinglich erhaltenen Gleichungen 
zwanglos das fir den kleinsten Kigenwert der Besselschen Gleichung charakteristische iso- 
perimetrische Problem ergeben. Diese Methode wird sodann fiir die Sturm-Liouvillesche Differen- 
tialgleichung verallgemeinert. 


Betrachtet seien die Schwingungen einer kreisrunden, am Rande eingespannten 
Membran, auf die keine 4uBeren Kriifte einwirken. 
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Ks soll w = u (t, r, p) die Deformation der Membran normal zur Gleichgewichts- 
lage bezeichnen. Die Spannung y sei als konstant angenommen und der Einfachheit 
halber « = 1 gesetzt. Ferner sei der Radius r = 1 angenommen. 

Die Bewegungsgleichung ergibt sich auf Grund des Hamiltonschen Prinzips, das 
heiBt, das Zeitintegral iiber die Lagrangesche Funktion soll einen stationiren Wert 


annehmen! 
T, 221 


\ \ | (x uz —ru? — = uy?) dr dy dt —~ stat. 
T, 0 0 
u (, 1, yp) = 0, U (0, r, vy) =flr, p) 


du (0,7, 9) __ 
~  8F = 0, 


Die Kuler-Lagrangesche Gleichung dieses Problems lautet 
1 
T Uy + > Mew “Wy = 1 Uys. 


Vermittels des Bernoullischen Separationsansatzes 
w= T (t)® (y) R(r) 


erhalt man daraus die drei Gleichungen: 


Ye +,27' —0, (2a) 
oY nO '= 0, (2b) 
PR" +r R' +(2r—n) R=0, (2c) 


deren letzte die Besselsche Differentialgleichung mit der Lésung R =J/,, (Ar) ist. 
Der kleinste Eigenwert / ist gekennzeichnet durch das isoperimetrische Problem? 


z—* - stat. (3) 


Es sei nun gezeigt, wie sich (3) zwanglos aus dem erzeugenden Problem (1) ergibt, 
wenn man mit dem Separationsansatz direkt in (1) eingeht: (1) geht dann tiber in 
das Problem, drei Funktionen 7’, ® und R so zu bestimmen, dab 

T,2x1 : 

| | \(r ro Rr Po Re — Tw” BE) drdpdi 

T,0 0 
stationir wird, wobei 


Ra)=0, 4M _o, 1(0)-6—@- RW) =I 0,9) 


sein soll. 
Beriicksichtigt man nun, daB die unbekannten Funktionen jeweils nur von einer 


Verinderlichen abhaingen sollen, nehmen die zugehorigen Huler-Lagrangeschen 
Differentialgleichungen die folgende Gestalt an*: 


1 Vgl. etwa Courant-Hilbert: Methods of Mathematical Physics, p. 248. New York: 


Interscience Publishers, Inc. 
2 Vgl. etwa F. B. Hildebrand: Methods of Applied Mathematics, p. 145. New York: 


Prentice-Hall, Inc. 
8 Vgl. H. Sagan: Uber das Minimum eines gewissen Doppelintegrals. Dissertation Univ. 


Wien, 1950. 
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T, 1 
| | (22 RO — 1 PO R24 — TO" Re) dedr = 0, (4a) 
T, 0 
Ty 2a 
| | (r-r2@R— 1 po? R41? OR +r TO RK") dtdy=0, (4b) 
T, 0 
2x 1 
| (re R447 R20 2477" RO) drdy=0. (40) 
OO 
Aus (2b) folgt nun, dab Qn 
| Bd = 7 C; (5a) 
0 


wo C eine willkirliche Konstante ist und 
{or dp =n? aC. (5b) 
0 
Geht man damit in (4b) ein, ergibt sich 
(er Re + =P Rt +00" Re) dr =0 


0 
und daraus 


aL 
\(rma4+ = pe) ar 
1 ie ee 


1 
|r Re dr 
0 
Dies zusammen mit Gl. (2a) ergibt zur Charakterisierung des kleinsten Eigenwertes 
das isoperimetrische Problem 

1 

| (+ R24 = Re) dr 

2 =o i ans stat, 

| r R2 dr 
0 


welches mit (3) identisch ist. 

Die soeben durchgefiihrte Methode lat sich nun leicht fiir das mit der Sturm- 
Liouvilleschen Differentialgleichung in allgemeinerer Form aquivalente Problem in ge- 
wissem Sinne generalisieren : 

Betrachtet man das Problem, eine Funktion wu = u (2, y, 2) so zu bestimmen, 
daB das Integral 4 ana 

\ | \ [p (x) ua? + ¢ (x) u,? — r (x) u,?] dx dy dz 
a 0 e 
unter geeigneten Randbedingungen stationir wird, wobei p, q, 7 stetig differenzierbare 
Funktionen von « sein sollen, so erhilt man als Euler-Lagrangesche Gleichung 
Ou p’ Ou 4 p Ou q eu 


Ot or 8a: * Om 7 dy? 


Daraus ergeben sich mit dem Separationsansatz w= X (x) Y (y)Z (z) die drei 
Gleichungen 


Li” + 2 Z.= 0, (6a) 
YY 97 Yas 0; (6b) 
ge [P (2)* X"(a)] + [Pr (a) — v8 q (a)] X (a) = 0. (6c) 
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Geht man nun wieder mit demselben Ansatz in das erzeugende Variationsproblem 
ein, so ergibt sich unter anderem die Integrodifferentialgleichung 
22 b 
| \pX? YZ +qX*V2Z +7X? 22") dyda=0 
O a 
und daraus erhailt man 
2x b 
| | @X? ¥® 4 qX? ¥) dy da 
wr O @a 
Le Zs Saige ie oe 
| | rX®¥2dydz 


Dies zusammen mit (5a), (5b) und (6b) ergibt fiir den kleinsten Eigenwert 2 wieder 
das isoperimetrische Problem 


b 
| Lp (@) X? + n2q (x) X2] da 
2 * - + = stat; 
\ 7 (a) X* da 


a 


(EHingegangen am 14. Februar 1956) 


Die drei Spannungsfunktionen 
des zweidimensionalen ebenen Kontinuums 


Von H. Sehaefer, Braunschweig 
Mit 7 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Aus dem Tensor der Spannungsfunktionen des dreidimensionalen 
Kontinuums entstehen durch Grenzbetrachtungen die drei Spannungsfunktionen des zwei- 
dimensionalen ebenen Kontinuums, deren eine die bekannte Airysche ist. Die beiden anderen sind 
die Spannungsfunktionen der diinnen gebogenen Platte. Ihre Randbedingungen werden auf- 
gestellt und ihre Differentialgleichungen integriert. Ahnlich wie im Airyschen Fall kann man 
die Spannungszustaénde ebener Rahmentragwerke geometrisch veranschaulichen, und diese 
Betrachtungen lassen sich zu einer statisch-kinematischen Analogie ausbauen. 


I. Die Nullspannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums 


Kin Kontinuum sei durch Oberflaichenkrafte belastet und befinde sich im Gleich- 
gewicht. 
Durch 
Cin = Sarees un Ox Op Fay (Lyd) 


werden die drei Gleichgewichtsbedingungen 


des Spannungstensors o;, (identisch in den F,,) befriedigt'. Umgekehrt laBt sich 
jeder Spannungszustand im Gleichgewicht durch geeignete Wahl der F;;, in (1, 1) 
erfassen. Die F;, sind die Komponenten eines symmetrischen Tensors, Tensor der 
Spannungsfunktionen genannt. Demnach sind in (1, 1) die sechs Komponenten des 
Spannungstensors durch zweite Ableitungen von sechs Spannungsfunktionen dar- 
gestellt. 

(1, 1) und (1, 2) beziehen sich auf kartesische Koordinaten (x, x, 73), die auch 


weiterhin benutzt werden sollen. 


1B. Finzi: Integrazione delle equazione indefinite della meccanica dei sistemi continui. 
Rend. Linc. 19 (1934). 
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Wir geben nun die Beziehungen an, die zwischen Spannungsfunktionen und Ober- 
flachenkraften bestehen®. Zunachst werde (1,1) mit Hilfe des unsymmetrischen 
Tensors y;, zerlegt in 

Orn = iar OaVars Yar = ee Bu BE iy. (1, 3) 

Im Kontinuum sei nun eine geschlossene Kurve C mit Durchlaufungssinn gegeben, 
die ein Flachenstiick f beliebiger Gestalt berandet. Im tibrigen sollen dieselben topo- 
logischen Voraussetzungen gelten, die dem Satze von Stokes zugrunde liegen. 

Dann geben die sechs Kurvenintegrale lings C 


K,=9 741d. (1, 4) 


MO = > (Part cep te Yap) de (1, 5) 


die auf den Anfangspunkt des Koordinatensystems reduzierte Dyname samtlicher 
Oberflachenkrafte, die zu derjenigen Seite von f gehéren, die beim Durchlaufen von C 
links liegt. 

In spannungsfreien Bereichen miissen die Integranden der Kurvenintegrale totale 
Differentiale sein. Die Aufstellung der Integrabilititsbedingungen fithrt zu dem 
Ergebnis, da8 sich Ff, als symmetrischer Gradiententensor 


1 5 
Fiy= x (8:02 + 84%) ae be 3 


darstellen lassen mu, Tensor der Nullspannungsfunktionen genannt. Entartet das 
Kontinuum zu einer gespannten Flaiche oder Kurve, so mu, da im ganzen iibrigen 
Raume (1, 7) gilt, das Vektorfeld der v; auf solchen zwei- bzw. eindimensionalen 
Gebilden Singularitaten besitzen. 


Mit (1, 7) erhalten die Kurvenintegrale (1, 4) und (1, 5) die Gestalt 
1 
K,=0d (5 41a 2408), (1, 8) 


y 
MP =a», + 9 (1 Ve — 2,1)). (1, 9) 


Die Integranden sind zwar jetzt totale Differentiale, jedoch kénnen die K, und M\” 
bei Mehrdeutigkeit oder Unstetigkeiten des Vektorfeldes der v; von Null verschieden 
sein. 


II. Die drei Spannungsfunktionen des ebenen zweidimensionalen Kontinuums 


Das Kontinuum sei zur Ebene x, = 0, also zur (%, x,)-Ebene des Koordinaten- 
systems entartet, und die Ebene sei auf ihrer Ober- und Unterseite unbelastet. Wir 
fragen nach den Eigenspannungszustiinden der sich nach allen Seiten ins Unendliche 
erstreckenden Ebene. 


Die Komponenten der Dyname (1, 8) und (1, 9) teilen wir in zwei Gruppen auf: 
1 
Ky = (a, — 5 (€%» + 22), (2, la) 
c 1 
K,=9d(— 01 Us + 5 (2% + 210)), (2, 1b) 


0 ‘ ae ‘ 1 ae 
M? = bd (v, — %1 01 V3 — Uy Og Vg + Ly > (A, Vs + O34) + Wey (02 V3 + O32) (2, Le) 
* G. Peretti: Significato del tensore arbitrario che interviene nell'integrale generale delle 
equazione della statica dei continui. Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 8 (1949). — W. Giinther: 
Spannungsfunktionen und Vertraglichkeitsbedingungen der Kontinuums-Mechanik. Abh. Braun- 
schwg. Wissensch. Ges. 6 (1954). 
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und pi 
* K, = ods (a, Vz — 0% ), (2, 2a) 
; 
Mo — dd (», + a 5 (21 Dy — 2 %)), (2, 2b) 
1 
MY = $d (vg — 2, 5 (21% — %0,)). (2, 2c) 


In (2, 2b) und (2, 2c) sind die mit x, multiplizierten Summanden aus gleich ersicht- 
lichen Griinden fortgelassen worden. 


Das Vektorfeld ¥; (#,, x2, v3) soll in der Ebene x, = 0 folgende Unstetigkeiten 
aufweisen : 


a [v; (%1, Vg, 0 + €) — v; (2, %, 0 — &)] = D; (x1, 2X3), (2, 3) 
A 1 ; & 
ae i [0, V3 + 3 CA He = fi, (1, Xs), (2, 4) 
li ids a.” a @+0 ke K 
vie 5} [03 1 + 01 Uslo—e = fe (X4, Xo). (2, 5) 


Wir schneiden einen einfach zusammenhiingenden Bereich aus der Ebene heraus 
und nehmen unsere Kurvenintegrale tiber eine Kurve C, die zwei Randpunkte A und B 
des Bereiches verbindet und von B nach 


L A auf der Oberseite, von A nach B auf 
der Unterseite der Ebene 2, = 0 verliuft 
(Abb. 1). 
Zz 
ce. 
Le 
Zy a ay 
Abb. 1. Weg der Umlaufintegrale Abb. 2. Schnitt langs emer Kurve von A nach B 


Bei Beachtung der Unstetigkeiten der Integranden an den Stellen A und B er- 
halt man 
K, = [2% ©, — N43 K, = [— 0, ®, + fele: | 


(2, 6) 
MY? = [®, — x, (0, B; — fy) — xz (02D — fA): j 
1 
K,=75 [0 PB, — 2% Oi]; 
Mo © ne a. ee ®,)| (2, 7) 
lee hs 29 (41 Pe yay 4? ? 


B 
MY = ®, | ; (0, By — Os ®,)| | 

Diese beiden Formelgruppen geben die auf den Nullpunkt reduzierte Dyname 
derjenigen Randbelastung, die an dem schraffierten Bereichsrand zwischen A und B 
(Abb. 2) angreift. Etwas anders ausgedriickt: Ein Bereich des ebenen Kontinuums 
v3 = 0 werde durch eine vom Randpunkt A zum Randpunkt 6 verlautfende beliebige 
Kurve in zwei Teile zerschnitten (Abb. 2). Die Dyname der am linken Schnittufer 
angreifenden Randbelastung ist durch die Formelgruppe (2, 6) und (2, 7) gegeben. 

(2, 6) sind die aus der Theorie der Airyschen Spannungsfunktion wohlbekannten 
Gleichungen, sofern man /, und /, Null setzt. Die dritte Komponente des Vektors 
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(@,, ®,, ®;) ist demnach die Airysche Spannungsfunktion. Eine Diskussion der 
Formelgruppe (2, 6) mit nicht verschwindenden /, und f, fiihrt zu dem merkwiirdigen 
Ergebnis, da& neben den in der (aj, %)-Ebene liegenden Randkraften noch Rand- 
momente in «;-Richtung auftreten, welche die Symmetrie der Schubspannungen 
zerstoren. Man wei jedoch, daB solche Momente nur als Belastungssingularitaten 
an diskreten Stellen auftreten kénnen, dagegen niemals kontinuierlich verteilt- tiber 
Linien oder Flichen: Ausfiihrliche Erérterungen und Literaturangaben tiber diese 
oft diskutierte Frage findet man bei Cosserat?. 

Die Spannungsfunktionen ®, und ®, der Formelgruppe (2, 7) gehdren offensicht- 
lich zum Problem der Plattenbiegung. Da sie im Gegensatz zur Airyschen Spannungs- 
funktion ©, meines Wissens nie gebraucht worden sind*, sollen sie Gegenstand der 
nachstehenden Ausftihrungen sein. 


III. Die beiden Spannungsfunktionen der Plattenbiegung 
Statische Deutungen und Randbedingungen 
Wir kénnen mit Hilfe von (2, 7) die Randbelastungen eines Plattenelementes 
durch Ableitungen der Spannungsfunktionen ®, und ®, ausdriicken. Zunachst fiihren 
wir die Abkiirzung 


1 
Q = a (A D, — 0, 9,) (3, 1) 


ein. Nun wenden wir (2, 7) auf ein Randstiick der infinitesimalen Linge ds an (Abb. 3), 
an dem je Lingeneinheit die Kraft k,(s) und die Momente m, (s) und mz, (s) an- 
greifen: 


dK, = dO = k. da, (3, 2) 
dM = d®, + d(x,.Q) = mds + wy ky ds, ee) 
dM = d®, — d(x, 2) = m, ds — x, k, ds. + @ 


Abb. 3. Die am Element ds des Randes an- Abb. 4. Die Schnittlasten der Platte 
greifende Belastung 


Durch Integration lings eines Randstiickes endlicher Liinge s erhalten wir aus (3, 2), 
(3, 3) und (3, 4) 
Q (s) = | ks (c) do + Q (0), (3, 5) 


0 


_ ® KE. Cosserat und F. Cosserat: Théorie des corps déformables. Paris. 1909. Ferner auch 
R. v. Mises: Anwendungen der Motorrechnung. Z. angew. Math. Mech. 4 (1924). 

* Erwiahnt werden sie bei W. Giinther: Die Gleichungen der Plattenbiegung als kanonisches 
System in tensorieller Darstellung. Abh. Braunschwg. Wissensch. Ges. 5 (1953). 
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[z (8) — ®, (a)] ks (o) do + ®, (0) — [ay (s) — ay (0)]2(0), (3, 6) 


[x (s) — a, (a)] ks (o) do + ®, (0) + [ax, (s) — av, (0)]2(0). (3, 7) 


Damit sind die Randwerte von 2, ®, und ®, durch die Randbelastungen ausgedriickt. 
Q ist die Summe aller Randquerkriifte. Ganz entsprechend der Airyschen Spannungs- 
funktion ®, sind ®, und ®, die Momente der Randbelastung, bezogen auf den End- 
punkt eines Randstiickes. 

Der Vektor (®,, ®,, ®;) der dret Spannungsfunktionen des zweidimensionalen ebenen 
Kontinuums léBt sich statisch deuten als Momentenvektor im Endpunkt eines belasteten 
Randstiickes. 

Aus (3, 3) und (3, 4) folgt: 


m,ds = d®, + Qda,, (3, 8) 
m,ds = d®, — Qdx,. (3, 9) 

Hiermit erhalten wir nach Abb. 4 fiir das Randstiick ds = dx,, dx, = 0 
We ae 8, ©, ax;; (3, 10) 
MM, dx, = 0,9, dz, — Qdz,, (3, 11) 
ate oda, (3, 12) 

und fir ds = da,, dx;= 0 

M,.d%, = 0, ®, da, +2 dx., (3; 12) 
M02, = 2, Odi, (3, 14) 
Oda, =—= 0, 2ar,. (3, 15) 


Aus (8, 10) bis (3, 15) liest man die Darstellung der Schnittlasten durch die Spannungs- 
funktionen ®, und @, ab: 
Biegemomente: M,,=0,9%,; My. = 0,P,, 
i 
2 (0, B, + 0,®,), 


a 1 1 
Querkrafte: Q,= oy 0; (0, ®, — 6D); Q= o 0, (0, DP, — 0, D,). | 


Drillmomente: M,, = M,, = (3, 16) 


Durch Elimination von ©, und ®, gewinnt man die bekannten Gleichgewichtsbedin- 
gungen am Plattenelement: 
02Q, ie. 01 Q2 = 0, 
0, M2, — 6, My, =, | (3, 17) 
0; Mo. — 0, Myg = Q. 


IV. Die Differentialgleichungen der Spannungsfunktionen einer Platte 


Bei vorgeschriebener Randbelastung der Platte sind durch (3, 5), (3, 6) und (3, 7) 
die Randwerte von ®,, ®, und 0, ®, — 0,@, bekannt. Fir die Berechnung der 
Funktionen @,(x,, x») und ©,(x,, x.) stehen zwei Kompatibilitatsgleichungen zur 
Verfiigung, die zwischen den fiinf Schnittlasten Q,,Q., M1, M2. und M,, bestehen. 
Man gewinnt sie aus den bekannten Gleichungen der diinnen isotropen Platte: 

0, 0,w = —1/N (M2, — » M)), (4, 1) 
0, 8,w = — 1/N (M,, — » M,), (4, 2) 
0, 0,w = (1+ »)/N My, = (1 + »)/N M,, (4, 3) 
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(w = Verschiebung der Plattenmittelflache in 2,-Richtung, » = Querkontraktions- 
ziffer, N — Konstante, zusammengesetzt aus Elastizitétsmodul und Plattendicke) 
durch Elimination von w. Sie lauten 


Oy (My, + Moe) + (1 + ») (0, Max — 02 My;) = 9, (4, 4) 
0, (My, + My.) — (1 + v) (0; My, — 42 My.) = 0 (4, 5) 

oder mit (3, 17) 
a,M+(1+7)06,2=0; é, M—(1+7)@,2=0, (4, 6) 
M=6,9,+40,; Q= 5 (es D, — 0,9)). (4, 7) 


(1 + y)Q und die Momentensumme M = M,, + M,, sind demnach harmonisch- 
konjugierte Funktionen. (4, 6) und (4, 7) weisen eine bemerkenswerte Analogie mit 
den Grundgleichungen des ebenen Formanderungszustandes auf. ®, und ®, ent- 
sprechen den Verschiebungen, und an Stelle von M und 2 treten dort die Volum- 
dilatation und Drehung‘?. Es stehen demnach bekannte Integrationsverfahren zur 
Verfiigung, von denen wir hier das Love-Marguerresche benutzen wollen’. 

Durch den Ansatz 


@,=—0,H +(1 oe (4, 8) 
®,= 6,H+(1+»)/2aG4 
entsteht aus (4, 7) 
M=(1+ 7)/2A4G; Q=1/2AH (4, 9) 
und aus (4, 6) 
0,4G+0,4H=0; 0,4G—0,4H = 0. (4, 10) 
Mit 
=. 6s = G == (4, 11) 
folgt aus (4, 10) 
AAy =0. (4, 12) 
Damit sind ®,,®, und 2 durch eine biharmonische Funktion ausgedriickt. 
== — (1 — »)/2 0,0 
®, ( v)/2 0, . (4, 13) 
P, = Ay — (1 — »)/2 2, Oy, 
Q = 1/2 a, Ay. (4, 14) 


Wir miissen nun die Frage der Randbedingungen erértern, und wir stoBen auch 
hier auf die bei der diinnen Platte bekannte Schwierigkeit, drei Randbedingungen 
zu haben, von denen nur zwei erfillt werden kénnen. Bei vorgeschriebener Rand- 
belastung sind die Randwerte von ®,, ®, und 2 durch (3, 5), (3, 6) und (3, 7) fest- 
gelegt. Uberdies ist Q als harmonische Funktion durch ihre Randwerte villig be- 
stimmt. Anderseits kann aber y nur zwei Randbedingungen erfiillen. Man umgeht 
diese Schwierigkeiten, indem man die Randbedingung fiir Q ignoriert. Schreibt 
man. beispielsweise (3, 7) fiir eine Berandung x, = konst. an, so wird bei geeigneter 
Festlegung der Anfangswerte 

wy Wy 
,(x,) = | Ma(é) dé + \ (a, — £)Q,(€) dé (4, 15) 
0 


0 


4a Die Gleichungen des ebenen Spannungszustandes entstehen aus (4,6) durch Umkehrung 
des Vorzeichens von ». Weitere Ausfiihrungen in H. Schaefer: Die vollstindige Analogie 
Scheibe—Platte. Abh. Braunschwg. Wissensch. Ges. 8 (1956). 

® Kine sehr tibersichtliche Zusammenstellung der gebraéuchlichen Integrationsverfahren bei 
K. Marguerre: Ansiatze zur Lésung der Grundgleichungen der Elastizitiitstheorie. Z. angew. 
Math. Mech. 85 (1955). 
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und nach Umformung des ersten Integrals 


wy 

®y(24) = | (% — 8) (SF +Qi(8)) dE + 2, Ma(0), (4, 16) 

0 

womit die aus dem Drillmoment gebildete ,,Ersatzscherkraft“ auch hier in Erscheinung 
tritt. Wenn also bei Erfiillung der Randbedingungen fiir ®, und @, die Randbedingun- 
gen fiir Q verletzt werden, so ist 2 (x,, 2.) nur in einer Randzone von der Gréen- 
ordnung der Plattendicke fehlerhaft. Dieser Schénheitsfehler ist in der Theorie von 
EK. Reissner®, die der Querkraftverformung Rechnung triigt, durch eine Funktion 
Q*(a,, x) korrigiert, die additiv zur rechten Seite von (4, 14) tritt. Siegeniigt der Gleichung 


h2 
92* — +> AQ* = 0 (4, 17) 

(2 = Plattendicke), deren Lisung am Plattenrand x, = 0 durch Uberlagerung von 
Partikularlésungen 

a8 = exp ( io 1 PR eal + | (4, 18) 

. ‘ hy OSE i l : 
zu bilden ist. In der Entfernung x, = 1,5 h vom Rande ist aber jede dieser Lisungen 
mindestens auf ein Hundertstel ihres Randwertes abgeklungen, so da Q tatsiichlich 
nur in dieser schmalen Randzone zu korrigieren wire. 


Uber den Zusammenhang der Spannungsfunktionen mit der Plattendurchbiegung w 
geben (4, 1), (4, 2) und (4, 3) Auskunft. Sie lassen sich integrieren zu 


N @,w = (1 +») @,— | Mdz, —(1 +») Q dag, (4, 19) 
N @,w = (1 + »)@,— | (1+) Qdx, + M dx, (4, 20) 


(4, 6) zufolge sind die Integranden totale Differentiale und die Integrale ein Paar 
harmonisch-konjugierter Funktionen’. 


VY. Die Spannungsfunktionen der durch Einzelkraft und Einzelmoment belasteten Platte 


Am Punkte O der Platte (Anfangspunkt des Koordinatensystems) soll eine Dyname 
angreifen, die aus einer Kraft P in x,-Richtung und aus zwei Kraftepaaren R,, R, 
in 2,- bzw. x,-Richtung besteht. Es sei etwa in O eine zur 
Plattenebene senkrechte Stange befestigt (Abb. 5), die durch 
diese Dyname beansprucht ist und diese auf die Platte tiber- 
trigt. Es ist fiir die folgenden Betrachtungen vorteilhaft, 
sich vorzustellen, daB die Stange sich tiber die ganze posi- 
tive x,-Achse bis ins Unendliche erstreckt. 


Da unterhalb der Platte im ganzen Halbraum keine 
Krafte und Spannungen auftreten, konnen wir fiir x; < 0 
die v; im Tensor der Nullspannungsfunktionen (1,7) zu Null 
annehmen. Im Halbraum x, > 0 miissen die v; auf der 25- 
Achse die fiir unsere Dyname charakteristische Singularitiat 
besitzen. 


Abb. 5. Die durch Einzel- 
nea kraft 2 und _ KEinzel- 
Da der Spannungszustand der Stange von 2, unabhingig momente R, und R, be- 


ist, kann v, = v, (%1, La), Ve = Vo (1, %,) und vz = 0 gesetzt lastete Platte 


6 —. Reissner: On bending of elastic plates. Quart. Appl. Math. 5 (1947). — M. Schafer: 
Uber eine Verfeinerung der klassischen Theorie dinner schwach gebogener Platten. Z. angew. 
Math. Mech. 82 (1952). 

7 Diesen Formeln kann man die beiden Bedingungen fiir den eingespannten Rand entnehmen, 
ferner diejenigen drei Bedingungen, die an einem inneren Rand eines mehrfach zusammen- 
hangenden Bereiches zu stellen sind. Hier hat man Hindeutigkeit von ¢, w, 0, w und w selbst langs 
des Bereichsrandes zu verlangen. 
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werden. Die Kurvenintegrale (1, 8) und (1, 9) tiber eine den Stab umschlingende Kurve C 
(Abb. 5) miissen mit solchen v; die vorgeschriebenen Werte K, = K, = 0, Ko=P and 
MP—=R, MP=R, MP0 
ergeben. 
Der Ansatz 
if } 

0 = (Ry — %, P) are tg + Ay (ay, %), Pe; 
1 ES 
Ve = (Ry + ay Pg gp arene age + Az (X1, Xe) | 


erweist sich als geeignet, wobei die A, eindeutige und auBerhalb x, = 0, x; = 0 
regulire Funktionen von 2,, x, sind’. 

In der Plattenebene x; = 0 sind v, und v, mit den Spannungsfunktionen ®, und ®, 
der Platte identisch, miissen sich demnach durch die biharmonische Funktion y 
in (4, 13) darstellen lassen. Dies gelingt durch Kombination der Losungen 


xt, lm @ilnz): ound’ 7, He(2*in-2) (5, 2) 


von (4, 12). Das Ergebnis einer langeren elementaren Rechnung lautet: 


1 x int 1 r 
Di by a oes S bo (Be 4 an) wel ty 
1 R, x +B x il yp 3+ 9 
TE tea ter 24+ 5—(5R arr tak, | Pik 
: fat jo eles 
®, = (Rk, + x, P) > are tg 5 5 (R, — 2, P) 5—n— — 
l—y R,«v,+ Rx i! 3— 3 - » 
Coupee ey : eo = | real 6 a5 3 x, P), 
woraus nach (4, 7) 
1 Xs Rix, + Rh, x, 
Q = (Paretg Ls 8 (5, 4) 
und 
Ub See iP R, x.— R, x ‘, 
Mu =? (Pn S| (68) 


folet. (r? = a,7 + x,?; a ist eine beliebige positive Zahl von der Dimension einer 
Lange.) 

Diese Gleichungen kénnen Verwendung finden, wenn man die Spannungs- 
funktionen ®, und ®, in Abhangigkeit von einer gegebenen Randbelastung quellen- 
maBig darstellen will’. 


VI. Das ebene, senkrecht zu seiner Ebene belastete Stabwerk 


Der Tensor der Nullspannungsfunktionen (1, 7) kann in Analogie zum Deformations- 
tensor eines Kontinuums (bei infinitesimalen Verschiebungen) gesetzt werden. Das 
der Dyname zugeordnete Verschiebungsfeld (5, 1) ist allerdings unendlich vieldeutig. 
Ferner ist beim Durchtritt durch die Ebene x; = 0 nach (2, 3) das Verschiebungsfeld 
unstetig. Im Rahmen dieser Analogie hat man es im ersten Falle mit einer Volterra- 
schen, im zweiten mit einer Somiglianaschen Distorsion zu tun. Auch die Spannungs- 


* H. Schaefer: Die Spannungsfunktionen einer Dyname. Abh. Braunschwg. Wissensch. 
Ges. 7 (1955). 

* K. Weinel: Die Integralgleichungen des ebenen Spannungszustandes und der Platten- 
theorie. Z. angew. Math. Mech. 11 (1931). Dort wird die entsprechende Darstellung fiir die 
Ayrische Spannungsfunktion ©, gegeben. 

 P. Neményi: Selbstspannungen elastischer Gebilde. Z. angew. Math. Mech. 11 (1931). 
Dort Zitate der Arbeiten von Volterra und Somigliana. 
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funktionen ©, und @®, lassen sich als  infinitesimale Verschiebungen des ebenen 
Kontinuums 2; = 0 auffassen. Nach (3, 16) bilden die Momente den Deformations- 
tensor, und nach (3, 1) ist 2 die Drehung des Verschiebungsfeldes. Darauf wurde 
bereits in Abschnitt IV hingewiesen. Dem Angriff der Dyname (Abschnitt V) an 
der Platte entspricht ein unendlich vieldeutiges Verschiebungsfeld in der Ebene 
«,; = 0, also eine ebene Volterrasche Distorsion. Unstetigkeiten des Feldes (D,, D,) 
bedeuten in dieser Analogie Versetzungen (dislocations). Sie spielen als Singularitaten 
(linienformig verteilte Inkompatibilitaten) von Eigenspannungszustinden eine Rolle 
in der Kristallphysik". Die Grenzen unserer Analogie sind dadurch gezogen, da in 
einem elastischen Kontinuum mit Distorsionen und Versetzungen das Verschiebungs- 
feld nicht allein durch seine Singularititen bestimmt ist, daB es vielmehr iiber das 
Hookesche Gesetz mit Spannungen verkniipft ist, die den Gleichgewichtsbedingungen 
genugen miissen. 

In der Kinematik des ,,Verschiebungsfeldes‘‘ (®,, ®,) wollen wir die Bewegungen 
abgegrenzter starrer Ebenenstiicke und die hierdurch entstehenden Verschiebungs- 
springe an den Berandungen niiher betrachten. In solchen Bereichen lauten die 
Spannungsfunktionen G4, 04,: (O La, ox, (6, 1) 


mit den drei Konstanten a@,, a, und w, den Komponenten der auf den Anfangspunkt 
bezogenen Verschiebungsschrauben. Nach (3, 1) ist 2 = w, und zufolge (3, 15) sind 


a 
acd 


Abb. 6. Schnittkrafte eimes gekriimmten Stabes als Abb. 7. Durchleitung eines Torsions- 
relative Verschiebungen zweier starrer Bereiche momentes durch einen Rahmen 


diese Gebiete frei von statischen Beanspruchungen. Durch die Kurve k mit Richtungs- 
sinn seien zwei solcher Bereiche getrennt (Abb. 6). Zum linken und rechten Bereich 
gehéren die Schraubungskomponenten a‘, a), w' bzw. at, a5, w". Wird k auf dem 
Wege A B.iiberschritten, so erhailt man nach (2, 7) die Dyname 


Kew we Myo ah BE a as (6, 2) 


Ihre Reduktion vom Anfangspunkt weg auf einen Punkt D von k mége dort die 
Komponenten Q@ = K,, M, und M, ergeben. Dieses Ergebnis ist folgendermafen 
zu deuten: & ist ein dinner gekriimmter materieller Stab, der auf Schub, Biegung 
und Torsion beansprucht wird. Q, die relative Drehung des rechten und linken Bereiches, 
ist die Querkraft. Die Summe der Projektionen von M, und M, auf die Tangente 
von K, also der relative Verschiebungssprung in Tangentenrichtung, ist das 'Torsions- 
moment, und ganz entsprechend erscheint das Biegemoment als relativer Ver- 
schiebungssprung in Normalenrichtung. 


1 A. Seeger: Theorie der Gitterfehlstellen. Handbuch der Physik (Encycl. of Physics), 
Bd. VII, Teil 1. 1955. 
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Bei einem ebenen geschlossenen Rahmen sind die Schraubungskomponenten seines 
inneren Bereiches die drei Parameter seiner oo*® Eigenspannungszustinde, und Ent- 
sprechendes gilt fiir mehrfeldrige Rahmentragwerke. Offenbar handelt es sich hier 
nur um diejenigen Eigenspannungszustande, die geweckt werden, wenn das Trag- 
werk senkrecht zu seiner Ebene belastet ist. 

Gleichlaufende Betrachtungen bei der Airyschen Spannungsfunktion sind schon 
vor Jahrzehnten von P. Funk angestellt worden!. Dabei handelt es sich um drei- 
parametrige infinitesimale Verschiebungen starrer Bereiche in x,-Richtung, die den 
Eigenspannungszustinden des in seiner Ebene belasteten Tragwerkes zuzuordnen sind. 
Die sehr anschaulichen und ausfiihrlichen Funkschen Darstellungen kénnen das Vor- 
bild sein fiir eine entsprechend eingehende Auswertung unserer obigen knappen Be- 
trachtungen. 

Der Rahmen in Abb. 7 mége als Beispiel eines statisch unbestimmten Systems 
kurz besprochen werden. Der geschlossene Rahmen ist mit zwei Staben rechts und 
links verbunden, und durch das ganze Stabwerk soll ein Torsionsmoment 7’ geleitet 
werden. Die geometrische Konfiguration der Abb. 7 teilt die Ebene in drei Bereiche, 
den oberen, den unteren und den inneren. Zunachst wird der innere Bereich heraus- 
gehoben, dann der untere am oberen vorbeigezogen um eine Strecke, die dem Torsions- 
moment entspricht. Das jetzt entstandene achteckige Loch mu mit dem vorher 
herausgenommenen LEbenenstiick bedeckt werden. Im Sinne des Satzes von 
Castigliano hat dies so zu geschehen, daB die Summe der (mit elastischen Gewichten 
versehenen) Quadrate der relativen Verschiebungskomponenten in tangentialer und 
normaler Richtung, integriert ttber die vier Stabe des Rahmens, einen Kleinstwert 
hat. Obwohl man diese Forderung prazise nur auf rechnerischem Wege erfillen kann, 
vermittelt die Abb. 7 doch schon einen Uberblick tiber die Beanspruchung des Rahmens. 
Die Drehung des Innenfeldes mu8 aus Symmetriegriinden um £ stattfinden, und mit 
dem Drehwinkel sind Querkraft und Torsionsmoment (Strecke /'G) in den Punkten C 
und D bestimmt. Die Aufgabe ist deshalb einfach statisch unbestimmt. 

Wir beschlieBen unsere Ausfithrungen mit einer kurzen Betrachtung der Belastung 
des Stabwerkes durch Einzelkraifte senkrecht zu seiner Ebene. Das einer solchen 
Kraft oder allgemeiner: Dyname entsprechende ,,Verschiebungsfeld‘‘ machen wir 
eindeutig durch Zerschneiden der Ebene langs des Stabes, an dem die Kraft angreift. 
Die Differenz der Verschiebungswerte auf beiden Seiten des Stabes (auch Randwerte 
der Spannungsfunktionen der zu einem Stab entarteten Platte) ist der fiir die Dyname 
charakteristische Verschiebungssprung, nimlich das Momentenfeld der Dyname 
langs des Stabes. Die unbeanspruchten Bereiche der Ebene auf erhalb des Stabes 
seien verschiebungsfrei. Wir kommen so zu der Vorstellung, da die geometrische 
Linie von der Gestalt des Stabes aus dem Stab heraus iiber die ruhende Ebene hinweg 
verschoben wird, derart, daf ihre Verschiebungsvektoren mit dem Momentenfeld der 
Dyname identisch sind. Bequemer noch ist die Vorstellung, daB der Stab selbst 
verschoben wird. Ist der Stab mit mehreren Kinzelkriiften belastet, so ist jedem 
Kraftangriffspunkt ein Zylindergelenk in w;-Richtung zuzuordnen (beim Angriff von 
Momenten sind es Verschiebungsspriinge), und die GréBe der relativen Gelenkdrehung 
ist ein MaB der Kraft. Auf diese Weise kommt man zu den Verschiebungen einer 
Gelenkkette, einer Verallgemeinerung der Seileckskonstruktion, wie man sie bei 
Kraften anwendet, die simtlich in einer Ebene liegen. So entspricht z. B. jedem 
infinitesimalen Verschiebungszustand eines Viergelenks ein Gleichgewichtssystem von 
vier Kraften, die in den vier steifen Ecken eines Rahmens, senkrecht zur Rahmen- 
ebene, angreifen. Der Verschiebungszustand der vier Stibe des Viergelenks liefert 


% P. Funk: Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie der 
Baukonstruktionen. Berlin. 1920. 
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dabei die Beanspruchung des Rahmens, die im allgemeinen allerdings nur einem 
Lastspannungszustand entspricht. Erst eine geeignete Uberlagerung mit Eigen- 
spannungszustinden, dargestellt durch die co® Verschiebungszustinde des erstarrten 
Viergelenks im Sinne des Satzes von Castigliano, liefert die tatsichliche Beanspruchung 
des Rahmens?3. 

So wird die Statik des ebenen und senkrecht zu seiner Ebene belasteten Stab- 
werkes auf die Kinematik ebener Gelenksysteme abgebildet. 


8 Solche Analogien sind natiirlich nicht unbemerkt geblieben. In der Arbeit von Q. E. Hay 
und W. Prager: On plane rigid frames loaded perpendicularly to their plane, Quart. Appl. 
Math. 1 (1943), wird diese Analogie fiir den einfeldrigen Rahmen dargestellt, allerdings ohne 
Beziehung zu Spannungsfunktionen. Dort wird ferner gezeigt, wie man durch Verbindung dieser 
Analogie mit der Mohrschen Analogie fiir gekriimmte Balken sehr einfache Berechnungsverfahren 
fiir statisch unbestimmte Rahmen erhiilt. 


(Hingegangen am 24. Marz 1956) 


‘Bemerkungen zum Stefanschen Problem 
Von F. Selig, Wien 


Zusammenfassung. Das Stefansche Problem wird fiir den Fall variabler Randtemperatur 
untersucht. Diskutiert werden zwei Problemstellungen: Randtemperatur gegeben und Wanderungs- 
geschwindigkeit gesucht; vorgegebene Wanderungsgeschwindigkeit und Bestimmung der zuge- 
hérigen Randtemperatur. 


Problemstellung 


J. Stefan hat 18891 folgendes Problem gelost: Ein in der positiven a-Achse 
liegendes Eisprisma von der Temperatur 0° werde an x = 0 zur Zeit t = 0 mit einer 
konstanten Temperatur 7’ = 7’, > 0 in Beriihrung gebracht. Hierdurch beginnt die 
Grenze zwischen Eis und dem entstehenden Schmelzwasser in der positiven x-Richtung 
za wandern. Die Lokalisierung dieser Grenze und die Bestimmung der Temperatur- 
verteilung im Wasserprisma wird als das Stefansche Problem bezeichnet. 

Da der Dichteunterschied zwischen Eis und Wasser vernachlassigt wird, das 
heiBt die Querschnitte der beiden Prismen als gleich angesehen werden, gilt fiir die 
Temperaturverteilung im Wasser 

T cea Piei2* § (1) 


deren Giiltigkeitsbereich sich entsprechend der Verschiebung der Grenzfliche ver- 
iindert. Der Mantel des Prismas wird als warmeisolierend betrachtet. Abweichend 
von der urspriinglichen Fragestellung bei Stefan soll an der Stelle x = 0 eine zeitlich 
veriinderliche Randtemperatur g(t) vorgeschrieben werden*®. Somit gelten fiir (1) 


folgende Bedingungen: 
T(x, 0) = 0, (2a) 


T(0, t) = y(t). (2b) 


An der Grenzfliche, die vom Ursprung die Entfernung 2,(¢) habe, mu8 die Temperatur 


naturgemaiB 0° betragen, also 
T(x(t), t) = 9. (2c) 
hig . Stefan: Uber einige Probleme der Theorie der Warmeleitung. 8. B. Wien. Akad. Wiss., 
Abt. IIa 98 (1889). ak ate 
2 Vgl. etwa auch J. Douglas jr. und T. M. Gallie jr.: Numerical integration of a parabolic 
differential equation subject to a moving boundary condition. Vortragsbericht vom Summer 
Meeting in Ann Arbor, Bull. of the Amer. math. Soc., t. 61 (1955). _(Stellt eine numerische 
Methode dar, die auf der Ersetzung der Differentialquotienten durch die entsprechenden Diffe- 
renzenquotienten beruht.) 


Ingenieur-Archiv X/2—3 19 


278 F. Selig: 


Weiters mu8 fiir x = 2,(t) beachtet werden, da8 die in der Zeit dt durch die Flachen- 
Zylinders iiber der Flacheneinheit und der Hohe da bendtigte Schmelzwarme 4 dx. 
Hierbei bedeuten x die Warmeleitfahigkeit des Wassers und A die Schmelzwarme 
des Hises. Dies liefert die Bedingung an x = 2,(¢) 


einheit zustromende Warme — x t gleich sein mu8 der zum Schmelzen eines 


oT d 
ea ie io) 
Lésungsgang 


Zur Losung dieser Aufgabe wird ein Ersatzproblem formuliert, das dem bewegten 
Rand durch Einfiihrung einer geeigneten Quellverteilung im unendlich langen, 
homogenen Wasserprisma gerecht wird. Dies erreicht man mittels einer wandernden 
Flichenquelle an x = 2,(t), deren Quellstiirke entsprechend (2d) angesetzt wird’. 
Demnach erhalt man fiir das Ersatzproblem unter Verwendung der Diracschen 
6-Funktion 


8, = @ Bang — AG O(a — a) (3) 
mit 
Ha, 0) = 0, (3a) 
B(0, t) = p(t) (3b) 
und hinreichend schnellem Verschwinden von ? mit 2 -—>co und ferner 
O(a, (t),t) = 0. (3c) 


Da (3) fiir 0 <<a% <2,(t) mit (1) identisch ist und da # auch die zu (2abed) analogen 
Bedingungen erfiillt, so ist fir 0 <4 < 2,(t) 


a 
Eine Lésung von (3), die fir « = 0 den Wert 0 annimmt und den beiden anderen 


Bedingungen gentigt, gewinnt man durch Anwendung der unendlichen Sinus-Trans- 
formation auf (3) 


Oa(2;.0) = 


e 4a? (t{—7) 52 4a? (t— 1) 


(4) 


_ tea? cae) dt 


yi 
t=t 


Zur Erfillung von (3b) muB zu #,(a, t) eine Lésung der homogenen Gleichung von (3) 
addiert werden, die allen geforderten Bedingungen geniigt. Diese erhailt man mittels 
der Laplace-Transformation unter Verwendung des Faltungssatzes 

t 


x(x, 1) = | w(ryerte( ar (5) 
0 


2a Vt—t 
mit 
dp 
p(t) = 4, und (0) = 0. 

Aus der Lésung des Ersatzproblems gewinnt man schlieBlich die Temperaturverteilung 
im Wasserprisma 
pa agroted T(x, t) = 9,(x, t) + 8,(a, ). (6) 

® Vgl. auch H. Fieber: Uber das Temperaturfeld in lings einer Richtung bewegten und 


zeitlich veriinderlichen Bereichen. Osterr. Ingenieur-Arch. dieses Heft. 
xv 


4 erfe « = 1—erf aw mit erf x = ry le" du. 
I 


0 
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Entsprechend (3c) muB an x = 2,(t) die RCE ESip tie den Wert 0 annehmen, also 
t 


| v(x) erfe( #1(0) Jar = 
0 


Foe da%=t) —¢@  4a*@=z) dr. (7) 
Tt 


a Vi—t 


Bei gegebener Randtemperatur @ (t) stellt (7) die Bestimmungsgleichung fiir «,(é) 
dar. 
Im Spezialfall konstanter Randtemperatur kann sofort das Stefansche Ergebnis 


bestatigt werden, da die in (7) auftretenden Integrale elementar auswertbar sind. 
Fir y(t) ergibt sich mit 


: ete by a(t) a(n)? Lay(t) + a(x) 12 
2a oe 
0 
( 


= | L.fur fit 
Re tir oO 
die Ableitung der Sprungfunktion 
p(t) = o(t) 


und mit a, (é) =e V/t folet 
t 


c Vt c 
\ y(t) erte ( Cie dt =erfc ( 7 ) 


0 
Das Integral auf der rechten Seite ergibt 


oe 2 
cAaVa ae c C 
eae a arf (ies we ee 
2a (5) erfe (35) 


. Cc : . : aA 
woraus man mit «= 5- die Stefansche Bestimmungsgleichung fiir « 


x er | erede = a 
erhalt. 0 
Da. bei zeitlich veranderlicher Randtemperatur die Bestimmung von 2,(t) aus 
Gl. (7) sehr umstiindlich erscheint, kann diese Frage im Anschlu8 an Ljubow® 
vorteilhaft folgendermaBen beantwortet werden: Man transformiert das Intervall 


(0, a, (¢)) auf (0, 1) und erhalt mittels der Substitution € = 1 — seer 
1 


ZeitmaBstab eine Differentialgleichung fiir die dimensionslose Temperatur V (€, 7), 
die an der Stelle € = 0 nach Potenzen von & entwickelt wird. Fiir die zeitabhangigen 
Koeffizienten ergibt sich eine Rekursionsformel, aus welcher fiir 2x,(¢) eine Reihen- 
darstellung gewonnen werden kann. 

Der praktisch bedeutsamere Fall, aus einer vorgegebenen Wanderungsgeschwindig- 
keit der Grenzfliche (Kristallisationsbedingungen bei der Erstarrung von Schmelzen) 
die dazu notwendige Randtemperatur zu ermitteln, kann im Anschlu8 an die 
Volterrasche Integralgleichung erster Art (7) erledigt werden. Im Falle einer konstanten 
Wanderungsgeschwindigkeit v ist die Gleichung 


bei geeignetem 


t 


‘ vw (t+ 7)? 
29 * Al 8 
| v(e) erfe( p=) a= ie \(e ta? De aie aes )—2 (8) 
0 


2a /t—t 2a\/n yt—t 


zu behandeln*®. Die Uberfiihrung in das lineare Gleichungssystem 


a3 p(ty) Ky (ty) = f(tu) 
1 


5 B. Ljubow: Berechnung der Geschwindigkeit der Verfestigung eimes Metallbarrens. 
Doklady Acc. Nauk 68 (1949). 

6 Eine Naherungsmethode fiir den allgemeinen Fall wird an anderer Stelle vgl. 1. c. 3 
naher besprochen. 


i9* 
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mit ty 


f v ty d v ty Brak ARs 3% 
K,(t,) = \ erfe sas) Lae Vig—7e 4a th—t + 


ty—1 


Vty Va 2aVa U by 
amine) oie 


und dem ausgewerteten Integral der rechten Seite 


Ti 


f(t) = | Forte ($2 ya, —erte($ V4, | + 2ert (5 Vi, J] 


gestattet, y (¢) als Treppenfunktion zu ermitteln. y (t,) ist die Ordinate der Treppen- 
funktion im Intervall (¢,_,,¢,). Mit der Anfangsbedingung fiir q (¢) folgt durch 
graphische Integration angenahert der zeitliche Verlauf der Randtemperatur. 


(Hingegangen am 7. Marz 1956) 


(Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien) 


Zur systematischen Integration der Laplaceschen 
Differentialgleichung 


Von Th. Sexl 


Zusammenfassung. Als kanonisches Fundamentalsystem fir «= 0 kann genommen werden: 
1. Fur nicht ganzzahlige 6,: entweder y, und y, oder G und G,, berechnet unter II, A. 
2. Fur ganzzahlige 6, <1: entweder y, und y, oder G, und H, berechnet unter II, B. 

3. Fur ganzzahlige 6, > 1: entweder y, und y, oder G und J, berechnet unter IJ, C. 


Die bei vielen Problemen der theoretischen Physik (Stabilitiitsproblem der 
Poiseuilleschen Stromung in der Hydrodynamik, Wasserstoffproblem der Wellen- 
mechanik, Theorie der Nukleonenstreuung in der Kernphysik) auftretende Laplacesche 
Differentialgleichung 

d? 0,\ da 
‘at + (80+-3)-ae + (+ Z)y=0 


\ 


in der die unabhingige Veranderliche 2 und die vier Parameter 6y, 6,, &, € als 
komplexe GréBen vorausgesetzt werden sollen, kann mit Hilfe der Laplaceschen 
Transformation integriert werden. Zu diesem Zweck macht man den Ansatz 


y(x) = | w(z) e** dz, 
(95 


wobei der Integrationsweg OC in der Ebene der komplexen Veranderlichen z geeignet 
zu bestimmen sein wird und w(z) eine neue unbekannte Funktion an Stelle der alten 
unbekannten Funktion y(#) bedeutet. Geht man mit diesem Ansatz in die Differential- 
gleichung ein, so erhalt man nach kurzer, Zwischenrechnung 


d 
|e t+ do 2 + Eo) we??} dz lene t+ do2 + &) —w [2( 6, — 2) — by +, ]} e**2dz = 0. 
0) G 

Das erste Integral ist der Differenz der Funktionswerte des Klammerausdrucks 


am Ende und Anfang des Weges C gleich und verschwindet daher, wenn die Werte 
des Klammerausdruckes am Anfang und Ende dieselben sind. Damit das zweite 
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Integral verschwindet, setzt man den Integranden identisch gleich Null und erhialt 
dadurch eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir w 


d 
(2 + 892 + e9) =~ — w [2 (5, — 2) — 6 +4] = 0, 
deren Losung sich aus 


dw % (0, — 2) — dy + & ie ( a, —l &,— | 
ae z+ doz + & Stes 
Zu 


w= (@— 6)" 1 (@ — 04)? 


ergibt, wobei eine Integrationskonstante, da nur ein partikuliires Integral ebraucht 
wird, gleich Null gesetzt wurde. Dabei sind definitionsgema& c, und c, die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 


O= 2 + doz + & = (2 — ¢,) (2 — o) = 2 — (c, + ¢,)2 +, 6; 
ferner folgt aus 


(a, — 1) (2 — ¢,) + (os — 1) (2 — ¢,) = (0, — 2) 2 — dq + 8, 


€, + 6, ¢ € On 
XY — it und X» — as tmouae 672 A 
Cr 7 Se Og ey 
weiter sei gleich angemerkt: «, + a, = 6,. 


w ist also eine mehrdeutige Funktion von z und besitzt in den Punkten c,, c, und co 
Verzweigungspunkte. Um sie eindeutig zu machen, schneidet man die komplexe 
z-Ebene durch Schnitte, die von c, bzw. c, nach oo fiihren sollen, in geeigneter Weise 
auf. Um die Bedingung der Gleichheit'der Werte des Klammerausdruckes des ersten 
Integrals am Anfang und Ende des Integrationsweges C zu erfiillen, komme z aus 
dem Unendlichen und gehe auf demselben Wege dorthin zuriick, und zwar in solcher 
Richtung, daB e?* +0 geht, das heiBt, daB der Realteil von xz gegen negativ Un- 
endlich geht. Dazwischen werde im einen Falle die Stelle c,, im anderen Falle die 
Stelle c, je einmal umlaufen. Dann erhalt man ein erstes Partikulirintegral durch 


1 
yr(a) = 2 | e*# (@ — 04) 1 (@ — 0) Nada, 
Cy 
ein zweites durch 
1 
Ya) = =z |e? (2 — 0) —1 (2 — 0)" de 
C2 


Die so gewonnenen Integraldarstellungen der beiden Partikularintegrale y, und y, 
wiirden schon geniigen, um daraus in bekannter Weise die insbesondere fiir die An- 
wendungen in der theoretischen Physik ben6tigten asymptotischen Darstellungen 
von y,; und y, zu gewinnen. Um aber auch die Reihenentwicklungen von x = 0 aus 
herzuleiten, miissen sie noch umgeformt werden. 


Fiihrt man in y, die Variable v durch (z — c,) x = v ein, so geht y, tiber in 
(0 +) 


Fe ch ge ete 
y= BP (Gp — et [res ae) de 
(— 0) 
wobei der Integrationsweg in der komplexen v-Ebene eine einfache Schleife aus dem 
reellen negativ Unendlichen um den Punkt v = 0 bedeutet. Fir Re (x) > 0 ist 
nun das Integral 
(0+) 


Jeo —1(14 s ye de 


(Cy — Cy) & 


2724 
—oo 
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den in Nullpunkt hinein konvergent. Man kann es daher ersetzen durch 


0 —co 
me) Olea SE BUIENG tra » 97% —1 hea 
ar |e (1+ ears) dys ade +——ss) dv, 
wobei im ersten Integral arg v= — a, im zweiten arg v= +2 gilt. LaBt man v in 
—v itibergehen, so erhalt man 
1 . D paey ae —(a,—1)2i __ pt (%—D ait == 
eee Je v Lt a5) (e te )dv 
0 
sin 7m « re va awe O—1 fe 
= leew aL oe dv = 
0 
ee me D 7,0 — 1 tat 
= F(a) Pd —a,) ie PO ee te 
wobei der Erganzungssatz der aah aes Feri z= ans beniitzt 
wurde. Das Partikularintegral y, wird daher 
1 fn ee (cy — c,)*2— * | —=V 7% —1 G ee 
2. Tod) ILE Oy kdaremarei oft 
Nun gilt 
i pares I" (s) 
CE eS yah omer a | T (a) ee 


der Integrationsweg von — ico nach + 7 .o ist dabei so gelegt zu denken, da er 
die Pole von I’(« — s) und I’(s) trennt. Die Richtigkeit dieser Formel ergibt sich 
sofort, wenn man den Integrationsweg iiber die Pole von J’ (s) schiebt und beachtet, 


daB J" (s) in den Polen s = — nm die Residuen = besitzt. Denn dann erhalt man 
als Wert des Integrals 277 »’ Res. mit 


bau == re i) I (« +n) n yi(—« n 
Dd), Res. a = F(a) 2 24 ie 


Setzt man in y, ein, so erhalt man 


co +%co 
y Ge aden (Cure. Caly bes al aay yy ean ee \e (s) I’ (1 — a, —s) 
fa oes FiayP (l= x) \e v 1 rs ie ase {(C.—c¢,) }*ds + dv = 
i +%c0o 
Berge Eloy Ge) 2 1 
=r =e Ti Caae | I'(s) I’ («, — s) I (1 — ow, — 8) {(¢, —¢,) x} ds. 


Der Integrationsweg von — ¢ co nach + 7 oo ist dabei so gewahlt zu denken, dab 
er die Pole von /’(s) und I’ («, — s) I’(1 — ay — s) trennt, so daB man von der oben 
gemachten Voraussetzung Re («,) > 0 unabhingig wird. 


Kine ganz analoge Berechnung ergibt fiir y,: 
+ ico 
Yo ech Pa(G gare Ch )een : 1 


2 = Fy) mm) ee Fat \P)P (oa — 9) (1 — 04 — 8) (4 — 4) a} 


—1t0co 
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Setzt man fiir die in den Integranden auftretenden Gammafunktionen ihre 
asymptotischen Naiherungen auf den gegen + 7 co strebenden Wegstiicken ein, so 


ergibt sich als Konvergenzbereich des Integrals in y, der Wert larg (Cc. — ¢,) 2| < As, 


in y, der Wert |arg (c, — cy) 2| ates 


I. Asymptotische Entwicklungen der beiden Integrale y,(«) und y,(2) 
fiir groBe Werte der Verinderlichen 


Schiebt man den Integrationsweg iiber die Pole von J" (s), so erhilt das Integral 
nach dem Cauchyschen Satz den Wert 2 7 i .»’ Res., also wird fiir |arg (c. — ¢,) «| < aA 


y eit ye (c %,—1 = 
1 1 — 2) 


Pa (— 1)” 7 —"7. 
2 = F (04) F(l—«,) FP (1 — ag) a aa (a + m)L(1 — o, +) {(Ce ae 


BL igs hee 1 1 
= e* x 1 (C, — Cg) ‘Fda, (1 — ova, orn; (Rte eps 


wobei nach Pochhammer und Barnes definitionsgemaib 


. 3) sess (Ose, 
tL OE. CORA. tee: Oe; Lean see Pn (O1)n (2 pin yn 
’ Paes ! (Bi)n (Be) - + (Ba)n 


2)n 
mit (a), =a(«+1)...(a+n wt L) and. (eo). = 4 gilt. 
In analoger Weise folgt fiir |arg (c, — cy) a| <—>- 


Beer ley— a4 


1 
T (1 — a) Fol =a ANP BS Co, oy) } 
Il. Reihenentwicklungen der beiden Integrale y,(x) und y,(x) fiir beliebige Werte von x 

A. «, + «, = 6,= keine ganze Zahl 
Schiebt man zweitens den Integrationsweg tiber die Pole von 

I'(«,—s)P'(1 — «, — 8), 
so erhalt das Integral den Wert — 227 .4’Res., wobei das Minuszeichen davon her- 
riihrt, daB die Pole jetzt im negativen Sinne umlaufen werden. I’ (a, — s) besitzt 
die Pole s= a, + x(n = 0,1, 2,..., 06); [ (1 — &.— 8) die Pole s=1— «+n 
(n = 0, 1, 2,..., co). Ist «, + «, = 6, = keine ganze Zahl, so sind alle Pole einfach. 
Man erhalt daher unmittelbar 


¥ eta “1 (¢ — ¢,)"2—* Jvc" 7 ribs Ute et vas = lay +n 
3 = Ti(o) Pra Ta) rl hay \= SL (oy + 0) LL = 06 — 1g —) {(Cg— Cy) J * 
Sea ae F(l— a, +n) (a, + x, —1— 7m) }e,—c¢,) % ) gyi + my 
n= 0 


oder, da nach dem Erginzungssatz der Gammafunktion 


n 1 (a) F(1— a) , UU— a) 
Pee (= 1)! eee ee (= I ae 
Yn C1 & 7 (%1)n n | lee ie es (x, — 90, + I)n ai n= 
y= 1" DS arg, (er) eY + peasy mai a— hy ee a = 
n=0 ag n= 
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Fin & 


mit (op eget aid 208) sin 7 0° 
Cie Gea) ee) und 0, = sinzo,  ” 
wobei das obere Zeichen in C,,, fiir 0 < arg (c, — c,) « <a, das untere Zeichen fir 
— nm <arg (cg —¢,)v SO gilt. 
Kine analoge Berechnung fiir y, ergibt 


. 2 = — 0,4 + (1—0,)4, 
mit 
Sin 1%: et*™%4 


sin z 6; 


G =e%* Fy (x1; 613 (cg — ¢,) x) stellt das ganze transzendente Integral der 

Laplaceschen Differentialgleichung dar, wahrend 
Pr (2 — 6,)G4, Se%* 21-4 Fy (a, +1 — d,; 2 — 64; (cg — ¢,) 2) 

eine mit z!~* multiplizierte ganze transzendente Funktion bedeutet in Einklang 
mit der Tatsache, daB die determinierende Fundamentalgleichung der Laplaceschen 
Differentialgleichung fiir die Stelle der Bestimmtheit (auBerwesentlich singulare Stelle) 
x= 0, namlich @ (9 — 1) + 6,9 = 0, die beiden Wurzeln 0 und 1 — 6, besitzt. 
G, ist also, im Gegensatz zur eindeutigen ganzen Transzendenten G, eine mehrdeutige 
Funktion von x. Um sie eindeutig zu machen, schneidet man die komplexe x-Ebene 
in geeigneter Weise auf. Mit Riicksicht auf die in den Anwendungen meist ver- 
langten Realitétsverhaltnisse wahlt man denjenigen Zweig als ,,Hauptzweig“ aus, 
der durch die Ungleichung — x < arg w < + 2 definiert ist, ftithrt also den Ver- 
zweigungsschnitt in der komplexen xz-Ebene lings der negativen reellen Achse von 0 
nach — oo. Auf Grund der ,,Umlaufsrelation® G, (a: e?"7*) = e2"7*(—-6) G, (x) 
kann man tbrigens den Wertevorrat jedes beliebigen Zweiges mit Hilfe desjenigen 
des Hauptzweiges darstellen. 

Aus den beiden grundlegenden Relationen 


4 = 0,64 0,4, 


= —0,4+(1—0,)4, 


folgt das ganze transzendente Integral G in der Form 


Vilas ea fe eee 

CO Ie Opes 

S DAV oy) BHO olay 4 I (1 — o%) I’ (d,) Y2 
T’ (og) (ey —¢,)-1- 2 Piajig err 2 


mit der sas Entwicklung 


Ga ry Fen {(c 1 — 6q) @}-%» gly (1 — a, a3 )+ 


(Cg — 4) @ 


ne { l 
ate HO = Cy) ay oF (1 — 1, Xp; (co —¢, =|. 


Aus den gleichen Relationen ergibt sich das mehrdeutige Integral G, in der Form 


te Ya 
mit der asymptotischen Entwicklung 
Cy © p— Oy —s Sek as . 1 
G,~e ae (cy Co) 1 Pileece} all's (1 — Xg, &; EAT f- 


& ya— O%—1 1 
a ieee (2 — ¢,)* (1- yt ao (l= on ; a 


(og . 
2? (Cg — G4) & , 
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Da die Transformationsdeterminante von y, und Y, in G und G,, namlich 


C; Cy 
p= Oy, 
= Gy 1 — CO; | 
fiir positiv ganzzahliges «, oder positiv ganzzahliges x, verschwindet, sind diese 
Falle auszuschlieBen. 


B. «&, + %,=6,=ganze Zahl <1. 


Ist «, + a, = 6, eine ganze Zahl, so wird im Falle 6, <1 «, +n fiir n = g gleich 
1 — x, wenn man die ganze nicht negative Zahl 1 — a, — «,=g nennt. Es sind 


also dann bloB «,, «, + 1,..., «, +g — 1 einfache Pole, waihrend «, + g = 1 — a, 
1— x, + 1,... zweifache Pole darstellen. Fiir die einfachen Pole wird 
g—1 
ca kt ee Ba 1 
= 3 Res. = — 37M (ay +n) (1 — 044 &g — 0) { (6g — 0) 2}? = 


n=0 
g—1 
= {le — 0) a9 YEE") (6, — 0) 2)" = 


n! 


n=0 


ae = ie : Nien 2) {(c Sage Ves 5 
a 2 1 


g! 
f —% es 
SING V'Ca— ey) 4 NY _(adn , 
(4), XS ni(l—g), (C2 — 1) #}". 
Fiir die zweifachen Pole 1 — «., 1 — a, + 1,... ist die Berechnung der Residuen- 


summe wesentlich komplizierter. Durch zweifache Anwendung des Erginzungs- 
satzes der Gammafunktion geht der Integrand zunachst tiber in 


a? I’ (8) {(¢g —¢) a} 
sin mz (a, — 8)- sin x (l1— «, — 8): (l1— a, + 8) (a, 4+ 8) 


Da 1 — a, — «4, = 4g, wird «a, = 1 — «, — g, somit sin x (a, — s) = (— 1)’ sin (1 — 
—a,—s). Aus der bekannten Reihenentwicklung von 


7 1 

1 4 1 } 

ies te Saha n> — ary 
n=—COo 


(der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB n = 0 auszulassen ist) erhalt man 
durch einmalige Differentiation 


Infolgedessen berechnet sich mit der Abkiirzung 


LE) Ug ey) oP 
Cif Pd — oy +8) (0, +2) =f 


aus 
1 
@=1F a —ap 6) 


Pace tees leet h (s — 1 + X_— n) 4- Sec .} 


das Residuum in den zweifachen Polen 1 — a, +m zu 
(as 


ds ) =1-a,+n i 
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Fir die zweifachen Pole wird somit 


Spd. -F'(s) {(cz — ey) #}* ! is 
a ti os 
ae ie (ier d =o, eal (ey 2S lester 


eed Tres 
= 3 (— 1 tf (ey — ey) wpm tn { EE Im (6 — 0) @ + 


—_ 


ee era Oa. 2) or Poa FE Fes nee | 
: Eile ae tld ap ie 
n! dz ae 


Sie he ee ar) ape ae On, {(Cy — Cy) #}” {Im (Cg — 63) B+ ons 
n=0 
dabei wurde 
(1 — o)q 7 (1 — oe) 
m1 (2— 0,), IP’ (2 — 04) 


b, = V(l—«, +n) — M(n + 1) — V(n + 2 — 4) 
gesetzt und die von Gau8 eingefiihrte Funktion 
yw d In I’ (2) Te) 


ayn = 


dz alate) 
bentitzt. 
Daher wird 

i hao ed (GMa year t e LX ( ee ne 

3 Sig es ra Lesa Wee yan o {(C2 — ©) x}" + 
Sarees 
A LES AC Eee joe pe, : (n + tn {(C.—€,) x}" {In (¢, — €) & > 
n=0 


rl iy, eg) Ho +) Hore ty 


y, erhalt man daraus, indem man einfach iiberall den Index 1 durch 2 ersetzt. 
Definiert man nun eine Funktion F,(«; y; 2) durch 


co —1 
Sse aeGah (ve, gig—a jie “\7 (a—an 
a Coa (Y)n 2" Dy, (l— a), = n! (1 —g), * 


n=0 


mit b6,= M(a +n) — V(n+1)—¥PY(n+9+1) und g=y—1, so sieht man 
unmittelbar, daB y, in die Form umgeschrieben werden kann 


1 
ae ee ie {FP (a, — 6, +1; 2 — 6,3; (eg — ¢,) %) In (ce, —c,) & + 


: + Fy (oy = 0, = 1; 2 — 053 (6g =—-€,) @)} 
mit 


ira Pe aaa) 


eee —2 
ds nt  g(ctgaa, + 4%)? 
wobei das obere Zeichen in D fiir 0 < arg ( 
— nm <arg (co —¢,)% <0 gilt. 
Addition und Subtraktion von G, ergibt schlieBlich mit der Definition des neuen 
Integrals H durch 


Cy — C,;) *& Sa, das untere Zeichen fiir 


H =G, [In (c, — ¢,) @ + > (ctg mo, - %)] + aye l* P (or — 6, +1;2— 
— 01} (Cy — ¢;) 2) 


Zur systematischen Integration der Laplaceschen Differentialgleichung 287 


die grundlegende Relation 
Moa G, + DH. 


Dazu kommt durch eine analoge Berechnung 
Y, = G,— DH. 


Yr t Ya 
2 


Daraus folgt, wie es sein soll, G, = und 


DHS Ses 
~ 2 


mit der asymptotischen Entwicklung 


Pet ke dt i l 
DH = e* x-% (c, — ¢,) 27! a -aFfy(1 ee =)— 


(¢ ~— C_) & 


— ef2% y~%2 (¢, — €,)"17 1 ¥ jg Seog alte (1 Ma, Ons as - } 

Der hier untersuchte Fall 0, + «, = 6, <1 ist physikalisch der wichtigste. Er 
tritt bei den in der Einleitung genannten physikalischen Problemen auf. Bei dem 
wellenmechanischen und kernphysikalischen Problem sind der physikalischen Natur 
nach saimtliche Parameter 69, 6,, &,€,; und auch die unabhangige Veranderliche x 
reell. Da ferner die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung c, und c, konjugiert 
komplex sind, miissen es auch die beiden Groen «, und «, und damit auch die beiden 
Integrale y, und y, (= y,) sein. Dann werden aber G, = 1/, (y, + y;) = Re (y,) und 


—iDH = aS (y1 — ¥;) = 1m (y,) rein reell. Es gilt also dann 

y, = Re(y,) +iIm(y,) =G, +1(—1 DA), 

Y2 = Re (y,) —t Im (y,) =G, —1(—1D#). 
Dem entspricht im asymptotischen Bereich fiir groBe Werte der reellen Veranderlichen x 
die bekannte Zerlegung von e***in cos x + 7sin x. Im selben asymptotischen Bereich 
werden also vom physikalischen Standpunkt aus G, und — 7 DH als stehende Wellen, 


y, und y, als vom Ursprung weglaufende bzw. einlaufende Wellen zu charakterisieren 
sein. 


Da die Transformationsdeterminante von y, und y, in G, und H, namlich 


1 D 


[=-20 
1 —D 


fiir ganzzahliges x, verschwindet, ist also der Fall, da a, und a, selbst ganzzahlig 


sind, auszuschlieBen. 
C. a, + %, = 6,— ganze Zahl > 1. 


Ist «, + x, = 6, > 1, so wird, wenn man die ganze positive Zahl «, + %.—l=g 
nennt, 1 — «, +» fir n =g gleich o,. Es sind also jetzt 1 — a, 1 — a + l, Aes 
1—o«,+g—1 einfache Pole, wihrend 1—o,+g=%™%, % T1,...- zweitache 
Pole darstellen. Da also 1 — «x, dieselbe Rolle spielt wie friiher im Falle B ay, 
braucht man in der dort angegebenen Reihenentwicklung fiir y, in der groBen ge- 
schweiften Klammer bloB «, durch 1 — a, bzw. 1 — x, durch a, zu ersetzen und 


findet so: 
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g-1 
/ Cy @ ,— %} (Cy — Cy)%2—1 Zs —y Teles +n)I'(g—n) é 
2 = Fag aan rap ehra ~ ey) {(Cq — €y) ©} + 
je ( 1171 (esc) oF J Fae Pio +) ¢(6, — ¢,) x} {In (6, — cy) # + F (%, +)— 


nin gt 
Vn —¥ (w+g+i}}= 
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Definiert man ein neues Integral J durch 


J=G [In (¢, — ¢,) w ++ (ctg wx, F 2)] + 6%? Fy (01; 015 (C2 — G1) 2), 
so erhilt man die grundlegenden Relationen 
fet salsa 
TP" (02) (¢1 — es)? 
ee pe — DEF: 


I" (4) (C2 — ¢) 


y,=G+DJ, 


Daraus ergibt sich 
G= Pleo ig * aa ae eas 
F (0%) (¢.— en)? 5? F(a) (eg ey)? ? 
als Spezialfall der unter A hergeleiteten Beziehung fiir ganzzahlige 6, = g + 1 und 
PAVE Oi) Gi eee ['(1— a) 9! Ye 
T'(o%) (ex —)? 2 F(a) (ege—e,)” 2 
mit der asymptotischen Entwicklung 


Le Seco PSs ee ee 
Paras y ce ge), Po (1 — as 045 ae) 
Gp! Ce —Ao., ( Saag are t i 
ara CH IRS ® ¥ (G5. G)) ey 2Fy(1 Late ey peers ) 


(Hingegangen am 29, Februar 1956) 


Zur graphisch-numerischen Integration eines Simultansystems 
von gewohnlichen, nichtlinearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 


Von A. Slibar, Wien 


Mit 2 Textabbildungen 


Zusammenfassung. In der vorliegenden Mitteilung wird das von E. Braun fiir das Hin- 


massensystem angegebene graphisch-numerische Lésungsverfahren mit dem neueren ,,Phase- 
Plane‘‘-Verfahren verglichen und die Braunsche Methode auf ein System mit mehreren Freiheits- 
graden angewendet. Die Durchfiihrung der Lésung in den Phasenebenen erlaubt, die den gewahlten 
Wegintervallen entsprechenden Zeitelemente unmittelbar aus dem Geschwindigkeits-Weg-Dia- 
gramm abzugreifen. 


I. Einleitung 


K. Braun! hat zur Behandlung der nichtlinearen Bewegungsgleichung eines 
Kinmassensystems ein Verfahren angegeben, das trotz der Einfachheit seiner Anwen- 


1 E. Bre Braun: Uber die graphische Lésung der Differentialgleichung der erzwungenen Schwin- 


gungen bei beliebigem Gesetz fiir Dampfung, Riickstellkraft und Antriebskraft. Ingenieur-Arch. 7, 
198 (1937). 
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dung und dem guten Niherungsgrad der erzielten Lisungen wenig bekanntgeworden 
ist. Das Verfahren diente in einer etwas. abgewandelten Form zur Behandlung des 
WasserschloBproblems mit quadratischem Widerstandsgesetz, ist jedoch auf 
Differentialgleichungen mit beliebiger Form von Riickstell-, Dimpfungs- und Er- 
regungsfunktion anwendbar. 

In der neuveren amerikanischen Literatur wurde von L. 8. Jacobsen? ein Ver- 
fahren angegeben, welches — auf den Arbeiten von A. Lienard?, J. Lamoén! und 
H. O. Fuchs® aufbauend — eine Variation der Braunschen Methode darstellt. Diese 
als ,,Phase-Plane-Delta‘‘-Verfahren bezeichnete Methode erlaubt in verschiedenen 
Fallen einen wesentlichen Teil der Rechenarbeit vor dem eigentlichen graphischen 
Integrationsproze8 durchzufiihren. Die ,,Phase-Plane-Delta‘‘-Methode macht aber 
nicht von der Tatsache Gebrauch, daf bei Bestimmung der Lésungskurve in einem 
Geschwindigkeits-Weg-Diagramm vom unmittelbar vorhergehenden Weg- bzw. Zeit- 
intervall bereits eine, im allgemeinen sogar recht gute Niherung fiir den Kriimmungs- 
radius der Lésungskurve in der Phasenebene bekannt ist. Das ,,Phase-Plane-Delta‘‘- 
Verfahren verwendet als Kriimmungsmittelpunkt fiir das anzuschlieBende Intervall 
den Schnittpunkt der jeweiligen Kurvennormalen mit der Wegachse. Auf eine 
Anwendung dieser Methode auf lineare Mehruassen- und kontinuierliche Systeme sei 
verwiesen®. 

Der Verfasser hat mit einem dem Braunschen Verfahren entsprechenden Liésungs- 
weg’ die Behandlung einer nichtlinearen Mehrmassenanordnung durchgefiihrt. Dabei 
wurde aber nicht von einer wesentlichen Vereinfachung zur Bestimmung des Zeit- 
intervalls, welches einem gewahlten Wegelement entspricht, Gebrauch gemacht. 
Diese zweifellos reizvolle Eigenschaft des Braunschen Verfahrens soll, mit einem 
Vergleich seiner Genauigkeit gegeniiber den Ergebnissen der ,,Phase-Plane-Delta‘‘- 
Methode, hier kurz fiir das System mit beliebiger Anzahl von Freiheitsgraden angegeben 


werden. 
Il. Das Verfahren von E. Braun 


E. Braun behandelt fiir das System mit einem Freiheitsgrad die Differential- 
gleichung® 


x + D(x) + R(x) = F(t), (1) 
welche mit 
u = F(t) — D(x) — R(z) (2) 
und 
a fo == 2)\ Jumd. Ba = (3) 


in der Form 


geschrieben werden kann. 


2 ~. S. Jacobsen: On a General Method of Solving Second-Order Ordinary Differential 
Equations by Phase-Plane Displacements. J. Appl. Mechan. 1953. 

3 A. Lienard: Etude des oscillations entréténues. Révue Générale d’Electricité, 1928. 

4 J. Lamoén: Etude Graphique des Vibrations de Systémes a un Seul Degré de Liberté. 
Revue Universelle des Mines, Mai 1935. ; 

5 H. O. Fuchs: Spiral Diagrams to Solve Vibration Problems. Product Engineering 7, 294 
(1936). 

6 R. S. Ayre: Transient Vibration of Linear Multi-Degree- of Freedom Systems by the Phase- 
Plane Method. J. Franklin Inst. 258, 153 (1952). ich 

7 A. Slibar: Schwingungen von parallel geschalteten bzw. verzweigten Maschinen mit nicht- 
linearen Gliedern. M. u. W. 6, 21 (1951). 

8 Eine kurze Darstellung des Verfahrens findet sich in E. Kamke: Differentialgleichungen, 
Lésungsmethoden und Lésungen, 8. 178. Leipzig: Akad. Verl., 1943. 
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In der Abb. 1 liege ein bis zum Punkt P bekanntes Kurvenstiick vor und wir 
stellen uns die Aufgabe, diese Losungskurve der Differentialgleichung (1) im Geschwin- 
digkeits-Weg-Diagramm fortzusetzen. Mit dem Punkt P) auf dem bekannten Kurven- 
abschnitt ist auch die Kurvennormale P, N, und am Ende P dieses letzten bekannten 
Wegintervalles die im Punkte P errichtete Normale P N mit Hilfe von Gl. (2) gegeben. 
Im Schnittpunkt K, dieser beiden Normalen ist aber bereits eine gute Naherung der 

Lage des Kriimmungsmittelpunktes und in der 
Strecke P K, ein Naiherungswert des Kriimmungs- 
halbmessers fiir das zu bestimmende, von P aus 
anzuschlieBende Intervall bekannt. Bezeichnen 
wir das vom Kriimmungsmittelpunkt Ky aus ge- 
zeichnete Bogenstiick mit ds (Abb. 1), so folgt 
aus den Gl. (3) unmittelbar 
2 2 
te -8 == 22-9? cbuwssdics Vegas (5) 
und damit in Verbindung mit guter Naherung 
aus Abb. 1 


ds=NP-dyp bzw. dy= 


ds 
=; = di. | (6) 


Die Darstellung in der durch das z—x-Koor- 


Abb. 1. : : 
Allgemeines Schema des Verfahrens dinatensystem bestimmten Phasenebene erlaubt 


also, das dem gewahlten Wegelement entsprechende 

Zeitintervall durch den in Abb. 1 mit dy bezeichneten Winkel zu messen und zur 

Durchfiihrung des nachsten Integrationsschrittes, das heiBt zur Bestimmung des 
neuen Wertes von w nach Gl. (2) zu verwenden. 

In der Braunschen Arbeit wird die zu den Gl. (6) fiihrende Uberlegung als streng 


angenommen, sie stellt jedoch — da die Strecke N P als angenaherter Kriimmungs- 
radius verwendet wird — nur eine Naherung zur Darstellung des Bogenelementes ds 
dar. Die Giite dieser Naherung kann aber fiir die einzelnen Integrationsschritte laufend 
leicht tiberpriift werden, wozu lediglich der Vergleich der Langen der beiden Strecken 
PN und PK, in Abb. 1 erforderlich ist. Im Gegensatz zum Braunschen Verfahren 
gilt die zu den Gl. (6) fithrende Uberlegung beim ,,Phase-Plane-Delta‘‘-Verfahren 
streng, da ja der Schnittpunkt N der Normalen mit der Abszissenachse willkiirlich 
als der neue Kriimmungsmittelpunkt gewaihlt wurde. In allen Fallen, in denen jedoch 
-PN x PK, gilt, wird die Naiherung nach Gl. (6) bei Anwendung des Braunschen 
Verfahrens jedoch Werte liefern, die — innerhalb der Zeichengenauigkeit — als 
streng angesprochen werden kénnen. Weiters ist wesentlich, da der im Zeitintervall 
dt enthaltene Fehler sich lediglich in der Bestimmung des neuen Wertes von F(#) aus- 
wirken wird, waihrend die Funktionen D(x) und R(x) genau bis auf Glieder zweiter 
Kleinheitsordnung bestimmt sind. 


Ill. Erweiterung auf ein System mit mehreren Freiheitsgraden 


Das Braunsche Verfahren 1aBt sich in einfacher Weise auf ein System von gewohn- 
lichen, simultanen Differentialgleichungen iibertragen. 
Das zu behandelnde System sei in der Form 


Tg Riel Bs, Bie, 8) i= Uy on Reda sony Aicaweaes (7) 
mit den Anfangsbedingungen 


Leo = Xz(to), Weg — Zr = Xz(to), k — bs ee ey 4, oe ey (8) 
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gegeben. Die Funktionen w; in den Gl. (7) sollen dabei keinesfalls auf die speziellen 
Formen der Funktionen D, R oder F nach Gl. (1) beschrainkt sein. 

Zur Lésung der Aufgabe sind in den Phasenebenen die Lésungskurven jedoch 
auf Grund der in den uw; vorhandenen Kopplungen simultan zu bestimmen. Diese 
Autgabe kann leicht parallel in den & Phasenebenen entsprechend der Abb. 2 durch- 
gefiihrt werden. Auf einem zusiitzlich gewihlten Kreisbogen ist die Summation der 
Winkelelemente Ay zur Bestimmung des laufenden Wertes der unabhingigen 
Variablen ¢ ausfiihrbar. 

Zur Bestimmung der Naiherungswerte fiir die k ersten Bogenelemente aller Lésungs- 
kurven ist folgender Weg vorteilhaft: Aus den Anfangsbedingungen nach (8) sind 
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Abb. 2. Anfangs- und Lésungsvorgang in der k-ten Phasenebene 


die k Punkte P, und mit den zu ermittelnden Werten w,, die Kurvennormalen und 
Tangentenrichtungen bekannt. Auf diesen ersten Tangenten schreitet man jetzt 
von allen k Anfangspunkten tiber die halbe Linge der gewahlten Wegintervalle, also 
nach Abb. 2 bis zum Punkt P,’ fort. Mit dem erhaltenen Wert fiir das erste (ange- 
nihert halbe) Zeitintervall At’ und den abgelesenen Werten fiir 7,9’ und 2,9’ kann ein 
neuer Wert w,;,’ und im Schnittpunkt A,’ der Normalen P,’ NV,’ mit der bereits gezeich- 
neten Normalen P, NV, eine angenaherte Lage der k ersten Kriimmungsmittelpunkte 
und mit der Entfernung K,’ P, ein erster Wert fiir die Kriimmungshalbmesser ge- 
funden werden. Damit kann die von Braun fiir das Kinmassensystem vorgeschlagene 
Methode des Probierens vermieden werden. 

Es soll abschlieBend erwaihnt werden, dafi auch bei Behandlung des Systems mit 
mehreren Freiheitsgraden in den meisten Fallen ein wesentlicher Teil der ansonsten 
wihrend der graphischen Arbeit durchzufiihrenden Rechenarbeit vorweggenommen 
werden kann, wenn die Funktionen w; in (7) bereits vor Durchfiihrung der eigentlichen 
Integration als Funktionen der x,, x, und ¢ bzw. der Relativkoordinaten (a, — a,_ ;) 
bzw. (a; — %,_ ,) aufgezeichnet werden. Fiir die meisten in der Praxis vorkommenden 
nichtlinearen Anwendungen, z. B. parabolische Federgesetze, wird die Bestimmung 
weniger Punkte zur graphischen Darstellung der Funktionen w, geniigen. 


(EHingegangen am 7. Marz 1956) 
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Der Tages- und Jahresgang der auf die horizontale Ebene und 
auf verschieden orientierte senkrechte Wande einfallenden Intensitat 
der Sonnenstrahlung in verschiedenen Héhenlagen in Osterreich 
(Ein Beitrag zur Kenntnis der Besonnung von Bauwerken) 

Von F. Steinhauser, Wien 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Auf Grund von zahlreichen Strahlungsbeobachtungen aus verschiedenen 
Gebieten der Alpen werden mittlere Tagesgiinge der Bestrahlung einer waagrechten Flache, 
einer Siidwand, einer Nordwand und einer Ostwand fiir wolkenlose Tage, bezogen auf die Mitte 
eines jeden Monats, fiir 200, 1000, 2000 und 3000m Seehéhe abgeleitet. Die Anderungen der 
Form dieser Tagesgiinge im Laufe des Jahres und mit der Seehéhe werden diskutiert. Bemerkens- 
wert ist bei den Tagesgiingen der Bestrahlung der Ostwand, da8 nicht nur die Intensitaéten un- 
mittelbar nach Sonnenaufgang rasch ansteigen und mit der Hohe stark zunehmen, sondern dab 
sich auch die Eintrittszeiten der Strahlungsmaxima mit der Héhe verfriihen. Aus den Tages- 
giaingen werden fiir die gleichen SeehGhen und fiir die Mitte jeden Monats Tagessummen der 
Bestrahlung der erwiahnten Flichen an wolkenlosen Tagen berechnet. Die Besonderheiten dieser 
Jahresgiinge werden besprochen. Hervorgehoben sei, da bei der Bestrahlung der Siidwand die 
Maxima auf Februar und Oktober fallen und daB die Bestrahlung dieser Wand im Winter bedeutend 
gréRer ist als im Sommer, was besonders fiir die Praxis zu beriicksichtigen ist. 


In der Gegenwart wird viel von den Moéglichkeiten der technischen Ausnutzung 
der Sonnenenergie gesprochen und vor kurzem waren die einschlagigen Probleme 
sogar Gegenstand einer internationalen Tagung. Wahrend die technische Ausnutzung 
der Sonnenstrahlung zur Energiegewinnung im groBen vor allem nur in bestimmten 
strahlungsbegiinstigten Zonen niedriger geographischer Breiten in Betracht gezogen 
werden kénnte und unter den geographischen und klimatischen Verhiltnissen Mittel- 
europas sich kaum oder nur wenig Auswertungsméglichkeiten bieten diirften, muB aber 
die Architektur und Bautechnik auch in unseren Gebieten bei ihren Planungen die 
Strahlungsverhaltnisse, und zwar die Intensitat der Gesamtstrahlung wie auch die 
Lichtwirkung, in Betracht ziehen und hat dies auch vielfach getan. Fiir eine richtige 
Verwertung und Beriicksichtigung der Strahlungsverhaltnisse sind aber quantitative 
Angaben Voraussetzung. Solche mii%ten fiir verschiedene Tages- und Jahreszeiten 
verlangt werden, um alle Variationen erfassen zu kénnen. In einem Gebirgslande 
wie Osterreich spielt gerade bei den Strahlungsverhialtnissen auch die Héhen- 
abhangigkeit eine groBe Rolle. In einer fritheren Arbeit habe ich aus den zahlreichen 
Strahlungsmessungen aus verschiedenen Gebieten der Niederung und der Alpen 
Durchschnittswerte fiir Tagesgang, Jahresgang und Héhenabhingigkeit der Intensitat 
der auf eine Mefflache senkrecht auffallenden Sonnenstrahlung abgeleitet!. Die 
Richtigkeit dieser Werte konnten bei spaiteren Untersuchungen wiederholt bestitigt 
werden”. Die Werte gelten naturgema8 fiir wolkenlose Tage und stellen demnach 
Hochstwerte der praktischen Verwertung dar. Hinen gewissen Einblick, in welechem 
Ausmaf in den einzelnen Teilgebieten mit diesen Werten zu rechnen ist, kann man 
aus Karten der Sonnenscheindauer in Osterreich gewinnen, die die Verteilung der 
Sonnenscheindauer in Prozenten der méglichen Dauer fiir die einzelnen Jahreszeiten 
zur Darstellung bringen®. 

1 F. Steinhauser: Die Zunahme der Intensiti&t der direkten Sonnenstrahlung mit der Héhe 
im Alpengebiet und die Verteilung der ,,Tritbung* in den unteren Luftschichten. Meteorol. Z. 56, 
172 (1939). 

2 F. Sauberer: Zur Abschiatzung der Globalstrahlung in verschiedenen Héhenstufen der 
Ostalpen. Wetter u. Leben 7, 22 (1955). 

’ F. Steinhauser: Die Verteilung der Besonnung in Osterreich im Frithling, Sommer, Herbst 


und Winter (mit 4 mehrfarbigen Karten im Mafstab 1: 1500000). Statistische Nachrichten, 
Jg. X, Nr. 10, Wien 19565. 
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Fir Zwecke der Praxis geniigt nicht die Kenntnis der Intensitiiten der Strah- 
lung, die jeweils senkrecht auf eine der Sonne immer nachgefiihrte Flaiche fallt. Es 
interessiert hierfiir vielmehr die Bestrahlung feststehender Flichen, wie der horizontalen 
Ebene oder senkrechter Winde. Aus den Werten der jeweils senkrecht auf die MeB- 
fliche einfallenden Strahlungsintensitat J lassen sich die festen, nach bestimmten 
Richtungen orientierten Flichen zukommenden Strahlungskomponenten einfach be- 
rechnen. Wenn h der Héhenwinkel der Sonne und A der von der Stdrichtung aus 
gezihlte Azimutwinkel der Sonne ist, so berechnet man die einer horizontalen Ebene 
zukommende Strahlungskomponente aus J = I sin h, die einer Siidwand zukommende 
Strahlungskomponente aus IJy=Jcoshcos A, die einer Ostwand zukommende 
Strahlungskomponente aus Jz = J cos h sin A. 

Bei der Bestrahlung der Siidwand ist zu beachten, da8 zwischen den Frithlings- 
und Herbstiquinoktien die Sonnenstrahlung nicht sogleich nach Sonnenaufgang, 
sondern erst spiter die Siidwand trifft. Bei Azimutwinkel iiber 90° wird die nach 
der Formel fiir die Siidwand berechnete Strahlungsintensitit negativ, was besagt, 
daB zu diesen Zeiten nicht die Siidwand, sondern die Nordwand bestrahlt wird. Dies 
beginnt nach dem Marziquinoktium und dauert bis zum Septemberaquinoktium. 
Dabei verspaitet sich der Sonnenaufgang auf der Siidwand von 6 Uhr am 21. Marz 
bis nach 7.30 Uhr im Juni und verfriiht sich anschlieBend wieder bis 6 Uhr im Sep- 
tember. 

Fir die Bestrahlung der Westwand gilt der um die Mittagsstunde gespiegelte Tages- 
gang der Bestrahlung der Ostwand. 

In den Tab. 1 bis 3 sind die Tagesginge fiir die Mitte jeden Monats und fiir die 
HGhenlagen von 200, 1000, 2000 und 3000 m nach Stundenwerten fiir 47° N wieder- 
gegeben. Fiir die waagrechte Flache und fir die Siid- und Nordwand sind die 
angefiihrten halben Tagesginge entsprechend fiir den Nachmittag zu erginzen. In 
Abb. 1 sind ferner die Tagesginge fiir den Monat Dezember mit dem kiirzesten Tag- 
bogen der Sonne, fiir den Monat Juni mit dem langsten Tagbogen und fiir den Monat 
Marz mit Tag- und Nachtgleiche auch graphisch veranschaulicht. 

An den Tagesgangen der Bestrahlung der waagrechten Flache (Tab. 1) 
ist bemerkenswert, da die Mittagsintensititen im Winter sehr niedrig sind, im Sommer 
aber ungefihr den dreifachen Wert erreichen. In den Vormittagsstunden sind die 
Unterschiede noch gréBer. Um 9 Uhr steigt zum Beispiel die Bestrahlungsintensitat 
der waagrechten Fliche in der Niederung von Dezember bis Juni auf ungefahr das 
Neunfache, in 3000 m Hohe auf ungefahr das Sechsfache. Es ist iberhaupt bemerkens- 
wert, daB bei niedrigem Sonnenstand die Strahlungsintensitat auf die waagrechte 
Fliche mit der Hohe viel stirker zunimmt als bei hohem Sonnenstand, was ver- 
stindlich ist, weil bei niedrigem Sonnenstand auf dem langen Wege durch die unteren 
dichteren und triiberen Luftschichten die Strahlung mehr geschwacht wird als bei 
hdherem Sonnenstand, wo dieser Weg der Strahlen viel kiirzer ist. 

An den Tagesgingen der Bestrahlung der Ostwand (Tab. 2) fallt besonders 
auf, daB die Strahlungsintensitét unmittelbar nach Sonnenaufgang rasch ansteigt 
und zum Beispiel im Dezember in den verschiedenen Héhenstufen nach ein bis ein- 
dreiviertel Stunden, im Marz nach eindreiviertel bis zweieinhalb Stunden und im 
Juni nach drei bis dreieinhalb Stunden bereits das Maximum erreicht (Abb. 1). 
Der Abfall vom Maximum zum Nullwert um 12 Uhr dauert um etwa eineinhalb Stunden 
linger, und zwar im Dezember zweieinhalb bis drei Stunden, im Marz dreieinhalb 
bis vier Stunden und im Juni viereinhalb bis fiinf Stunden. Besonders bemerkenswert 
und iiberraschend ist, daB sich mit der Héhe nicht nur die Betrage des Maximums 
im Tagesgang der Bestrahlung der Ostwand vergroBern, sondern daB sich auch die 
Eintrittszeiten mit der Hohe verfriihen, und zwar von 200m bis 3000m Héhe um 
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Tagesgang der Bestrahlung einer waagrechten Fliche, einer Siid- und Nordwand und 
einer Ostwand im Dezember, Marz und Juni in 200, 1000, 2000 und 3000 m Hohe (47° N) 


Abb. 1. 
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Tabelle 1. Tagesgang der Intensitat der auf eine horizontale Ebene auffallenden 
Sonnenstrahlung in verschiedenen Hdéhen, cal/em? min 


5 Uhr 6 Uhr 7 Uhr 8 Uhr 9 Uhr 10 Uhr 11 Ubr 12 Uhr 
200 m 
Jammer. . co. Ma! — — — 0°02 0°13 Or 0°37 0°39 
Hebruar, ox. ten —— — 0:00 0°10 0°27 0°45 0°57 0°61 
LST ie a rl oe — a 0:08 0°27 0°49 0°68 0°79 0°82 
ADiUMS ca So etias — 0°05 0°22 0°44 0°66 0°85 0°96 1:00 
INES 0 ea 0°02 0:14. 0°36 0°60 O81 0°98 1:08 AoA! 
EBRD s: © Jee 0°04 0°21 0°41 0°67 0°88 1:06 1°16 1°20 
SUCRE ccs os, SSR 0°04 O19 0°40 0°63 0°83 0°99 1°08 1712 
PUI SUSE ccs Se 0°00 0°09 0°29 0°52 0°73 0°91 101 1°05 
September ..... = O01 O15 0°37 0°59 0°76 0°87 0°91 
Oktober... (6s — — 0°02 0°16 0°35 0°52 0°64 0°68 
November...... — — — 0°03 0°18 0°33 0°44 0°49 
Dezember ...... — — — 0°01 0°10 0°23 0°33 0°37 
1000 m 
danmer. 6. < dict = — — 0°03 0°19 0°35 0°45 0°48 
IPODEVAr. << .. dK — — 0°00» .| 0°15 0°36 0°55 0°67 0°71 
Marne ool. « SS — = O12 | 0°34 0°58 0°76 0°89 0°92 
PATER. «2 ..~ ae.s¥3 — 0°08 0°29 0°54 0°78 0°98 1°10 113 
TEA 2 2 ae nF 0°03 0°19 0°43 0°69 0°91 1°08 1°19 (COP. 
SRULINE ES Sw siane aacehe 0°07 0°25 0°50 0°74 0°96 1°14 1°25 1°28 
Vuleiecs o.. cece 0°05 0°22 0°46 0°70 0°92 1:08 1:18 Le22 
PGT: CSI ie 0°00 0713 0°35 0°60 0°83 101 1°12 1:16 
September ..... — 0°02 0°20 0°44 0°67 0°85 0°98 101 
Oktober... . 0... — — 0:04 0°22 0°44 0°61 0°74 0°78 
November...... — — — 0°06 0°24 0°40 0°52 0°56 
Dezember ...... a — — 0°02 0°13 0°29 0°39 0°43 
2000 m 
RESHMA. 66 scsi — — — 0°04 0°22 0°39 0°50 0°53 
IRebruar’.. )...0 sk — — 0°01 0°19 0°42 0°62 0°73 O77 
MEA 2) — = 0°16 0°42 0°66 0°86 0°97 1:00 
/.0 91s | 2 tenn te — Owl 0°36 0°64 0°88 1:09 1°20 1°24 
PRIMI «018, \'04 he 0°04 0°24 0°52 0°78 1:02 1°20 Eon 1°34 
a1 2 2 ge 0°10 0°32 0°58 0°84 1:07 1°24 12%) 1°38 
(Lan 22 Eee ee ie 0°08 0°28 0°54 0°80 1:02 1°20 1°31 1:35 
August 2.2.66) 0°01 O17 0°43 0°69 0°92 Pia 1°22 1:26 
September ..... — 0°03 0°24 0°50 0°75 0°93 1°05 1:09 
Giteber.c-. .. <3 — — 0°06 0°28 0°52 0°70 0°82 0°86 
November...... — == — 0°09 0°29 0°45 0°58 0°62 
Dezember ...... — — — 0°03 0°17 0°34 0°45 0°49 
3000 m 
PESEOR suse e tee — — — 0°05 0°23 0°41 0°52 0°55 
I GDNAL as 2 ateals = — 0°01 0°20 0°44 0°65 0°76 0°80 
i yt as Oe — — O17 0°44 0°70 0°90 101 1°05 
PAGOUNIY S55 oaystei ete = 0°12 0°38 0°66 0°91 1°12 1°23 1°27 
IVE AIWIME «<> s-0e Ses Sts 0°05 0°27 0°55 0°82 1°06 1°26 1°38 1°41 
RUELAAURRY o's vot eels 0°12 0°35 0°62 0°88 Liga 1.30 1°41 1.45 
RULES rps Beas 0°09 0°32 0°59 | 0°86 1:09 1°28 1°40 1°43 
PATISUSG Ie oyt-) cater fe 0°01 0°20 0°47 0°74 0°98 1:17 1°29 1°32 
September ..... == 0°04 0°27 0°54 0°80 0°99 Va 1°15 
Olktober:. «../. 0-4 — — 0°07 0°30 0°54 0°73 0°85 0°89 
November...... — = = 0°10 0°30 0°47 0°59 0°63 
Dezember ...... — — — 0°03 0°18 0°36 0°47 0°51 
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Tabelle 2. Tagesgang der Intensitat der auf eine Ostwand auffallenden Sonnen- 
strahlung in verschiedenen Héhen, cal/em*® min 


5 Uhr 6 Uhr 7 Ubr 8 Uhr 9 Uhr | 10 Uhr 11 Uhr 12 Uhr 
200 m 
JNM s ie ws eters — — — 0°26 0°49 0°45 0°26 0°00 
Nebruare ce ocr — — — 0°54 0°62 0°53 0°29 0°00 
IMRAN Is cre tee ~—s = 0°53 0°76 0°75 0°60 0°32 0°00 
ATOR ecu cerers — 0°39 0°71 0°82 0°77 0°59 0°31 0°00 
Misi hale ool sbraskeete he 0°21 0°58 0°81 0°86 0°77 0°57 0°30 0°00 
SAMI ON Res. auehmoit 0°35 0°66 0°83 0°86 0°75 0°56 0°29 0°00 
bling yr eee seperti d 0°32 0°67 0°85 0°86 0°75 0°54 0°28 0°00 
AIG UStarcelethen — 0°54 0°78 0°86 0°77 0°57 0°30 0°00 
September ..... = 0°20 0°67 0°81 0°77 0°58 0°31 0°00 
Oktober... eons — — 0°29 0°62 0°68 0°54 0°31 0°00 
November...... — — — 0°33 0°53 0°50 0°30 0°00 
Dezember ...... == — — 0°11 0°42 0°44 0°26 0°00 
1000 m 
JAMMER. se en es = — —_ 0°51 0°66 0°56 0°31 0:00 
Februar........ — — — 0°78 0°80 0°64 0°34 0:00 
IMaratena ne eicneens — — 0°76 0°93 0°88 0°68 0°35 0:00 
HN 65 wr Ws ars Pe Oe aoe 0°62 0°92 1:01 0°90 0°67 0°35 0°00 
IM GMatea sss ceceettes 0°33 0:77 0°97 0°98 0°85 0°62 0°33 0°00 
Soh eel oreoeeeuseathe 0°51 0°82 0°97 0°96 0°83 0°61 0°32 0°00 
PU Dies RE aaah 0°46 0°81 0°97 0°96 0°82 0°59 0°31 0°00 
AUP UST © 5 cers — 0°72 0°95 1°00 0°87 0°64 0°33 0°00 
September ..... _— 0°37 0°86 0°96 0°89 0°65 0°34 0°00 
Oktober. .2.552) — — 0°54 0°83 0°83 0°64 0°36 0°00 
November...... — — — 0°56 0°71 0°61 0°35 0°00 
Dezember ...... — — — 0°28 0°60 0°55 0°30 0°00 
2000 m 
JAANE coe eres — — = 0°66 0°79 0°63 0°35 0°00 
Bebruar. osc. — — — 0°98 0°93 0°72 0°37 0°00 
IMA TZ ake os create = oe 0°99 1:13 101 0°76 0°39 0°00 
AMDT T irae tose teunieten = 0°87 1:16 1:18 1°02 0°75 0°38 0°00 
NU ED) TGA fener les Bc 0°52 0°99 1°15 G3 0°96 0°69 0°37 0°00 
SAU dee awe oh ates 0°73 1°02 1°14 1:10 0°93 0°67 0°34 0°00 
JUULDe Nevers arecreeatene 0°66 1:00 1°14 1:09 0°92 0°66 0°34 0°00 
NTA GUST eta inenens a — 0°94 1:13 1:14 0°96 0°70 0°37 0°00 
September ..... — 0°60 1°06 Ihits: 1:00 0°72 0°37 0°00 
Oktober. ont — — 0°82 1:03 0°98 0°72 0°40 0°00 
November...... — — — 0°77 0°85 0°69 0°39 0°00 
Dezember ...... — — — 0°50 0°76 0°65 0°35 0°00 
3000 m 
JE&NNCL. 60.0.0 Fenly — — — 0°68 0°82 0°66 0°36 0°00 
Februar........ — — — 1°03 0°97 0°75 0°39 0°00 
MATZ) Sh esat sate —— — 1:07 119 1:06 0°79 0°40 0°00 
April ie hers etemes — 0°96 1°24 122 1°05 0°77 0°39 0°00 
Maire bende. Bate 0°63 1:10 1°23 1:19 1:00 0°73 0°39 0°00 
JUTE 5,0 shots eee 0°84 1°12 1°21 1:16 0°98 0°70 0°36 0°00 
JALIB eon sels scene 0°83 ene 1°23 1:17 0°98 0°70 0°36 0°00 
August. si30 ens — 1:09 iva 1°23 1°03 0°75 0°39 0°00 
September ..... — 0°73 Pe Uh sil 1°06 0°76 0°39 0°00 
Oktober........ — — 0°92 1°10 1:03 0°76 0°42 0°00 
November...... — — — 0°82 0°88 O71 0°40 0°00 
Dezember ...... — — — 0°57 0°81 0°68 0°36 0°00 
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Tabelle 3. Tagesgang der Intensitaét der auf eine Siidwand bzw. auf eine Nordwand 
(negative Zahlen) auffallenden Sonnenstrahlung in verschiedenen Héhen, 
cal/em? min 
Ronee ee A a hE EER I SR a: Ait ee RP 

| sum | oun | 7Unr | 8 Uhr 


9 Uhr 10 Uhr 11 Uhr 12 Uhr 
200 m 
SaDTIOOA EM atin — — — 0°19 0°54 0°81 0°95 0°98 
Bebruar<s.. 26... — — — 0°34 0°62 0°85 101 1:06 
VII, oravere/es's ae ste — — O13 0°38 0°61 0°79 0°91 0°95 
PRPOEAD oan ake aan ste — — 0°04 | 0°05 0°25 0°44 0°61 0°72 O77 
1 BY aga A hag Ie ge —0°10 | —O°15 | —0°06 O14 0°31 0°46 0°55 0°59 
her s/he Lele 8. Sie —0O17 ; —0O19 | —0°09 0°09 0°26 0°39 0°48 0°51 
SOG eae Ace eae —014 | —015 | —0:03 O15 0°32 0°44 0°51 0°53 
BUIQVISG Shins cassis ts — —0°09 0°03 0°18 0°39 0°55 0°65 0°68 
September ..... — —0°01 O11 0°30 0°52 0°72 0°84 0°88 
Oktober. <. oa... — — | 0°07 0°30 0°55 0°77 0°91 0°98 
November...... — — — 0°22 0°53 0°80 0°97 1°05 
Dezember ...... — — — 0°08 0°46 0°76 0°95 1°03 
1000 m 
a ESS geen ree = — — | 0°37 0°73 1:01 1:17 1-22 
Februar........ — — — 0°49 0°80 1°02 LC lye 1°22 
CW Alen ee a — — 0°19 0°47 O71 0°90 1°02 1°06 
Arie” 26.5 15. — O07 | 0°06 0°31 0°52 0°70 0°82 0°86 
Mas ie eel i: bak —0O:15 | —019 | —0°07 0°16 0°34 0°50 0°60 0°65 
SRE wvegi isaac aod —0°25 | —0°23 | —0°10 0°10 0°29 0°43 0°52 0°56 
2 Ts 1 ae COS ee —019 | —0O°19 | —0°03 O17 0°35 0°48 0°55 0°57 
PO RUBG: 5.6.6.4 Ss ct — —Orl1l | 0°03 0°21 0°44 0°61 0°72 0°74 
September ..... — —0°01 0°14 0°37 0°60 0°81 0°93 0°97 
OEtober.3). 02: — — 0°14 0°41 0°67 0°91 1°06 1-}2 
November...... — — — 0°36 0°71 0°97 1°13 1°20 
Dezember ...... — — — 0°21 0°67 0°95 Ths 1:19 
2000 m 
Warner... oc = © — — — 0°48 0°88 1°14 1°30 1°35 
Pobriar.. Jos). « — — — 0°61 0°93 1°15 1°29 esd 
Nisten & esas oe — — 0°25 0°57 0°82 1:00 LEED 1:16 
yi Setg ee ree — —0°09 | 0°08 0°36 0°59 0°77 0°90 0°94 
LC Se eee oe —0°24 | —0°25 | —0°08 0718 0°39 0°56 0°66 0°71 
A esis a Persea | Oo) ile 0°12 0°32 0°47 0°57 0°60 
emits = cts e eve = ave —0°28 | —0°23 | —0°04 0°19 0°39 0°53 0°61 0°63 
AIS USE OR Ssh — —O°15 0°04 0°24 0°49 0°67 0°78 0°82 
September ..... — —0°02 0°17 0°43 0°67 0°89 101 1°05 
ORBOBEE ..< c.5-0 55 — — 0°20 0°50 0°79 1:03 By i 1°24 
November...... — — — 0°50 0°85 Tot. 1°26 1333: 
Dezember ...... — — — 0°36 0°84 112 1°29 1°35 
3000 m 
Janner’s sit wl Firs = — — 0°49 0°92 1:19 1°34 1°39 
BSDLUayr 51. 9 0212) <° — — — 0°65 0°97 1°20 1°34 1°39 
Miariece <a < ada 2.3 — — 0°27 0°61 0°86 1°05 1 9 1:22 
PADDED cls oye aca) asoup — —0°10 0°09 0°37 0°61 0°80 0°92 0°96 
Waietete cts er —0°30 | —0°27 | —0°09 0°19 0°40 0°59 0°70 0°75 
Oe oie) PR —0°41 | —0°32°,; —0°13 0°12 0°34 0°49 0°60 0°64 
Sah he Bs whe es —0°35 !| —0°26 | —0°04 0°21 0°42 0°56 0°65 0°67 
PNAS as Po oe are ei — —=0'17 0°04 0°26 0°53 0°72 0°83 0°85 
September ..... —_ — 0°03 0°19 0°47 0°72 0°94 1°06 1-11 
OVGWOr cess = 0:5 — — 0°23 0°54 0°83 1:09 1°22 1°29 
November...... — — _- 0°53 0°88 1°14 1°30 1°37 
Dezember ...... — — — 0°41 0°89 Len 1°35 1°40 
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ungefihr eine halbe bis dreiviertel Stunden. Dies ist darauf zurickzufiihren, daB wegen 
der groBen Reinheit der Hohenluft die Strahlungsintensitaét nach Sonnenaufgang in 
den héheren Lagen viel rascher ansteigt als in tieferen Lagen. Analog tritt an der 
Westwand eine Verspitung der Eintrittszeit des Strahlungsmaximums am Nachmittag 
ein. Von Oktober bis Februar ist das Strahlungsmaximum auf der Ostwand bzw. 
auf der Westwand gréBer als das mittigige Maximum der Bestrahlung einer waag- 
rechten Fliche. In den iibrigen Monaten ist es umgekehrt. Im Juni ist das Maximum 
im Tagesgang der Bestrahlung der Ostwand ungefaihr um die Halfte gréBer als im 
Dezember. 

Im Tagesgang der Bestrahlung der Siidwand (Tab. 3) steigt die Intensitat 
im Winter sehr rasch, im Sommer aber nur langsam nach Beginn der Bestrahlung 
an. Die Maxima werden naturgema8 zu Mittag erreicht. Sie sind in den Winter- 
monaten mehr als doppelt so groB wie im Hochsommer. Das ist das charakteristische, 
da die Bestrahlung der Siidwinde im Winter am intensivsten ist. Vom Oktober bis 
Marz ist die mittigige Bestrahlung der Siidwand gréBer als die der waagrechten Flache, 
und zwar im Dezember und Janner fast dreimal so gro8, wahrend im Hochsommer 
die mittaigige Bestrahlung der Siidwand nicht einmal halb so groB ist wie die Bestrahlung 
der waagrechten Fliche. Das Tagesmaximum der Bestrahlung der Sitidwand ist vom 
Oktober bis Marz gréBer als das Tagesmaximum der Bestrahlung der Ost- oder West- 
wand. In den iibrigen Monaten ist es umgekehrt. Das Tagesmaximum der Bestrahlung 
der Siidwand nimmt im Sommerhalbjahr mit der Hohe viel weniger stark zu als das 
Tagesmaximum der Bestrahlung der Ost- oder Westwand. Im Winter erfolgt die 
Zunahme der Tagesmaxima der Bestrahlung der Sitidwand mit der Hohe viel 
rascher und ungefaéhr ebenso rasch wie die Héhenzunahme des taglichen Strahlungs- 
maximums auf der Ost- oder Westwand. 

Die Nordwand (Tab. 3) erhalt in den Monaten des Sommerhalbjahres nur geringe 
Strahlungsintensitéten, und zwar in einer Zeit nach Sonnenaufgang und vor Sonnen- 
untergang, die im Juni die langste Dauer mit zusammengenommen mehr als sechs 
Stunden erreicht (Abb. 1). Auch an der Nordwand steigt die Intensitaét der Be- 
strahlung nach Sonnenaufgang rasch an und fallt dann bis zam Ubergang der Sonne 
auf die Stidwand langsam ab. Umgekehrt ist es am Abend vor Sonnenuntergang. 

Neben den Intensitaten zu verschiedenen Zeiten und der Dauer der Bestrahlung 
kommt es bei der Erfassung der gesamten zur Verfiigung stehenden Strahlung auf 
die Tagessummen an. Diese kénnen aus den in den Tab. | bis 3 wiedergegebenen 
Tagesgangen einfach bestimmt werden, wenn man die Kurven der Tagesgiinge zeichnet 
und die entsprechenden Flachen planimetriert. Eine Ubersicht iiber die so gewonnenen 
Tagessummen der einzelnen Monate, die natiirlich nur fiir wolkenlose Tage gelten, 
gibt fiir die verschiedenen Héhenlagen die Tab. 4. 

Aus Tab. 4a ist ersichtlich, dai die Tagessummen der Bestrahlung der 
waagrechten Flache im Jahresgang das Minimum im Dezember und das Maximum 
im Juni aufweisen und da die Tagessumme im Juni in 200m Hohe fast sechsmal 
und in 3000 m Hohe mehr als fiinfmal so groB ist wie die Tagessumme im Dezember. 
Im Winter nehmen die 'Tagessummen mit der Héhe relativ viel stiirker zu als im 
Sommer. Im Dezember ist die Tagessumme der Bestrahlung der waagrechten Fliche 
in 3000 m Hohe etwa um die Halfte, im Juni aber nur um ein Drittel gré8er als in 
der Niederung. Kalorienmifig ist der Unterschied gegentiber der Niederung aller- 
dings im Sommer viel gré8er als im Winter; er betrigt im Juni 185 cal/em? Tag, im 
Dezember aber nur 50 cal/cm? Tag. 

Die Tagessummen der Bestrahlung von Ost- oder Westwanden 
(Tab. 4b) sind naturgema® viel kleiner als die Tagessummen der Bestrahlung einer 
waagrechten Flache, da sie ja nur einen halben Tag lang Bestrahlung erhalten. Die 
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Tabelle 4. Tagessummen der auf eine waagrechte Flache, auf eine Ost- bzw. West- 


wand, auf eine Sudwand und auf eine Nordwand fallenden Sonnenstrahlung 
fir den 15. jeden Monats in 47° n. Breite (geal/em? Tag) in verschiedenen Héhen 


Hohe,m | Jan, | Rebr. | Marz | April | Mai | Juni | Jui | Aug. | sept. | ot. | Nov. | Dez, 


a) Waagrechte Fliche 


QO Oa Ate 28 115 201 322 431 536 | 588 | 558 | 484 | 382 | 240 148 102 
LOQQ aot 148 247 | 373 509 606 659 | 623 | 550 | 434 290 178 124 
BOO ede, 5. eis 167 278 | 422 | 575 | 684 729 700 | 614 | 484 | 332 | 206 144 
UO iactakalss oar cy 175 293 | 445 | 599 | 717 | 773 752 656 | 516 | 350 | 217 152 

b) Ost- oder Westwand 

Rieter ee 3 ote 87 125 . 180 | 219 247 259 | 258 | 238 | 203 145 101 74 
WOOO S983. ; 118 167 | 226 | 263 | 292 302 | 297 277 243 190 136 102 
DONO FF. cerca: 142 | 199 | 273 | 322 | 349 | 359 | 354 | 333 | 286 | 233 | 165 | 129 
BOOS asic tls. «.- 147 214 | 289 341 374 | 399 | 386 | 365 | 311 250 172 136 

c) Stiidwand 

ZOO ES Ue 357 408 398 | 296 | 212 178 202 | 258 | 354 372 | 365 | 336 
ROOO as aks 462 500 | 463 345 231 194 | 222 | 288 | 398 | 452 | 450 | 426 
7) 0 ale 5 ee 527 568 | 524 | 381 258 212 247 315 | 444 | 522 | 521 508 
OOO bis is cele s 13, 552 | 598 | 552 | 395 | 272 | 222 | 263 | 336 | 472 | 547 | 543 | 536 

d) Nordwand 

QO ess esse | 5 34 53 38 14 0 
MOOG ora s xc o' oe 7 47 69 50 19 0 
POOL =,..#5 sia'c-cicee | 9 63 92 62 26 1 = aes == 
jo «GE 8 aan RSE HP D2 as RET, 7 Ea eas he gp a po 


Maxima fallen wieder auf den Juni und die Minima auf den Dezember. Bemerkenswert 
ist, daB in den Monaten des Sommerhalbjahres von April bis Oktober die Anderungen 
der Tagessummen nicht groB sind. Dementsprechend sind die Unterschiede gegentiber 
der Bestrahlung einer waagrechten Flache im Sommer viel groBer als im Winter. 
Die Ost- oder Westwand erhalt im Juni in 200m nur 44% und in 3000 m nur 52% 
der Tagessumme, die auf eine waagrechte Flache fallt, im Dezember aber in 200 m 
noch 73% und in 3000m sogar 90% der Tagessumme der waagrechten Flache. In 
3000 m ist die Tagessumme der Bestrahlung der Ostwand im Dezember fast doppelt 
so groB, im Juni aber nur um die Halfte groBer als in der Niederung. 

Einen bemerkenswerten Jahresgang der Tagessummen weist die Be- 
strahlung der Siidwand (Tab. 4c) auf. Der Jahresgang zeigt eine Doppelwelle 
mit zwei annahernd gleich groBen Maxima im Februar und im Oktober und mit einem 
Hauptminimum im Juni und einem viel schwacher entwickelten sekundéren Minimum 
im Dezember. Dies ist gerade fiir Zwecke der Praxis von Bedeutung, weil die gréBten 
Strahlungssummen auf die Ubergangsjahreszeiten fallen, in denen hoherer Strahlungs- 
genu8 im allgemeinen mehr erwiinscht ist als in den Sommermonaten, wo durch hohe 
Strahlungssummen die Hitze unliebsam noch weiter gesteigert wiirde. Das Dezember- 
minimum der Tagessummen ist in der Niederung fast doppelt so groB und in 3000 m 
Hohe sogar fast zweieinhalbmal so groB als das Juniminimum. Die Zunahme der 
Tagessumme mit der Hohe ist in den Monaten Mai bis August nur sehr gering, in 
den Monaten Oktober bis Marz aber sehr groB. Im Juni ist die Tagessumme der 
Bestrahlung einer Siidwand in 3000 m Hohe nur um 25% groBer, im Dezember aber 
um 60% grédBer als in der Niederung. ; 

Im Verhaltnis zur waagrechten Flache bekommt eine Siidwand in den Monaten 
Oktober bis Marz groBere, in den iibrigen Monaten aber kleinere Tagessummen der 
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Bestrahlung. Die Unterschiede sind besonders im Hochsommer und im Hochwinter 
sehr groB. Im Dezember erhalt die Siidwand fast das Dreieinhalbfache, im Juni 
aber nur weniger als ein Drittel der Tagessummen der waagrechten Flache. In den 
Ubergangsjahreszeiten sind die Unterschiede nicht sehr groB; die Stidwand erhalt 
aber héhere Strahlungssummen. Gegeniiber einer Ost- oder Westwand sind die Be- 
strahlungssummen der Siidwand von September bis April gréBer, in den iibrigen 
Monaten aber kleiner. Besonders groB sind die Unterschiede im Winter, wo im Dezem- 
ber auf die Siidwand in der Niederung viereinhalbmal und in 3000 m Hohe viermal 
so groBe Strahlungssummen fallen, wihrend im Sommer die Unterschiede viel kleiner 
sind und die Siidwand im Juni in 200m um ein Drittel und in 3000 m um fast die 
Halfte weniger Strahlung erhilt als eine Ostwand. 

Tab. 4d zeigt, daB die Tagessummen der Bestrahlung der Nordwand 
nur sehr gering sind. Sie erreichen ihr Maximum im Juni und sind in der Gipfel- 
hohe der Alpen ungefaihr doppelt so groB wie in der Niederung. In diesem Monat 
erhalt aber in 3000 m Héhe die Nordwand doch auch noch ungefihr die Halfte der 
Bestrahlungssumme einer Siidwand, in der Niederung aber weniger als ein Drittel 
der Stidwand. 

Aus den in den Tab. 1 bis 3 wiedergegebenen Komponenten der Bestrahlung der 
drei aufeinander senkrechten Flachen kann in einfacher geometrischer Art auch die 
Bestrahlung einer Siidostwand oder einer um irgendeinen Winkel aus der Siidrichtung 
herausgedrehten Wand und auch die Bestrahlung von Hangen berechnet werden. 
Bei der Bestimmung der Tagessummen ist dabei auf die Zeiten von Beginn und Ende 
der Bestrahlungsméglichkeit der verschiedenen Flichen besonders zu achten. Zu 
ihrer Bestimmung bendtigte Werte des Azimuts findet man in +. 


4 O. Eckel: Sonnenazimut. Wetter u. Leben 1, 275 (1948). 


(Eingegangen am 1. Marz 1956) 


Probleme der kiinftigen Energieerzeugung 
Von Hans Thirring, Wien 


Zusammenfassung. Die Verwertung der Atomenergie fiir friedliche Zwecke vermag zwar 
nicht direkt ein goldenes Zeitalter einzuleiten, weil wenig Aussicht auf eine erhebliche Senkung 
der Stromerzeugungskosten besteht, wohl aber ist Hahns grofe Entdeckung von entscheidender 
Wichtigkeit darum, weil sie gerade zurechtkam, um die Energiewirtschaft vor einem Zusammen- 
bruch zu retten, vor dem sie im Laufe des néchsten Jahrhunderts nach Verknappung der Reserven 
an fossilen Brennstoffen gestanden wire. 

Am Beispiel dreier Linder werden spezielle Probleme der kiinftigen Energieversorgung er- 
lautert: England wird in besonderem Mae auf Atomkraftwerke angewiesen sein, Frankreich 
kann erheblichen Gewinn aus Gezeitenkraftwerken ziehen, fiir die besonders giinstige Bedingungen 
an der Kanalkiiste’ vorliegen, und Osterreich wird nach Vollausbau seiner Wasserkrafte in der 
Lage sein, auch einen GroBteil der Haushaltswiirme aus dem Verbundnetz zu decken, sobald einmal 
Vorsorge fiir billige Massenproduktion von Wirmepumpen getroffen sein wird. 


Energiequellen zur Erzeugung von Warme, Elektrizitat und mechanischer Arbeit 
spielen die Rolle eines lebenswichtigen Rohstoffes, der bei den zivilisierten Vélkern 
an Bedeutung gleich hinter der Nahrung auf einer ahnlichen Stufe wie etwa Textilien 
und Baustoffe steht. Der Preis, den wir fiir Energie zahlen miissen, steht in umge- 
kehrtem Verhiltnis zum Lebensstandard der Bevélkerung, und der Reichtum der 
Vereinigten Staaten ist nicht zuletzt auf dem Vorhandensein ergiebiger Energie- 
quellen in Form von Kohle, Erdél, Erdgas und natiirlichen Wasserkraften zuriick- 
zufiihren. Auf Grund dieser Tatsache und angesichts des in der letzten Zeit aus- 
gebrochenen Rummels mit den Atomkraftwerken kénnte leicht die Vermutung auf- 
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kommen, daf die an sich gewi8 grofartige Entdeckung der Uranspaltung durch 
Hahn und Stra8Bmann zu einer ungeahnten Erhéhung des allgemeinen Lebens- 
standards fiihren werde. Ganz niichtern betrachtet liegen die Verhiltnisse aber 
anders und die Aussichten fiir die Zukunft lassen sich in groben Ziigen mit ziemlicher 
Sicherheit wie folgt skizzieren: 


1. Elektrizitatserzeugung aus Kernenergie mit Uran und Thorium als primare 
Brennstoffe ist durchaus méglich, wird in den niichsten Jahren in immer stiirkerem 
Tempo durchgefiihrt werden, ist aber beim heutigen Stand der Entwicklung noch 
wesentlich teurer als Stromerzeugung aus Kohle oder Wasserkriiften. Man wird schon 
sehr zufrieden sein, wenn es in den nachsten Jahren gelingen wird, hinsichtlich des 
Strompreises mit den bestehenden kalorischen Kraftwerken konkurrieren zu kénnen. 
Billiger als Hydroelektrizitiit aus gut gelegenen und bereits amortisierten Wasser- 
kraftanlagen kann die Produktion aus Kernenergie wohl iiberhaupt nie werden. 


2. Dennoch ist die Verwertung der Kernenergie auf lange Sicht betrachtet von 
allergréBter Bedeutung, weil das in den nichsten Generationen mit Sicherheit zu 
erwartende Sinken der Produktion fossiler Brennstoffe eine arge Verknappung der 
zur Vertiigung stehenden elektrischen und kalorischen Energie hervorgerufen hatte, 
die allem technischen Fortschritt zum Trotz zu einer katastrophalen Senkung des 
allgemeinen Lebensstandards hiitte fiihren miissen. Eine Deckung des Ausfalles durch 
Erzeugung aus dem laufenden Energieeinkommen, wie Wasserkraft aus Fliissen 
und Gezeiten, Windenergie, Sonnenenergie usw., wire nur regional méglich gewesen 
und hatte selbst dort bei Ausfall der Hauptbrennstoffe zu einer erheblichen Steigerung 
des Energiepreises fiihren miissen. Hahns groBe Entdeckung wird daher zwar nicht 
direkt den Weg in eine goldene Zukunft 6ffnen, aber sie kam gerade zurecht, um die 
Energiewirtschaft der Welt vor dem Zusammenbruch zu retten, vor dem sie zu Beginn 
des nachsten Jahrhunderts gestanden wire. 


Wenn im folgenden von Energie schlechtweg gesprochen wird, so ist damit der 
gesamte Energieverbrauch zu verstehen, dessen Hauptposten Warme fiir Haushalt 
und Industrie, mechanische Arbeit fiir Industrie und Transport sowie elektrische 
Energie sind. 


Die Verzehrung des Energiekapitals 


Man kann mit ziemlicher Sicherheit voraussehen, daB sich in den nachsten hundert 
Jahren mit dem allmahlichen Ubergang von den fossilen Brennstoffen auf Kern- 
brennstoffe ein ahnlicher Vorgang abspielen wird, wie der seit der ersten Halfte des 
19. Jahrhunderts bis in die Gegenwart erfolgte Ubergang von Brennholz auf Kohle. 
Obwohl in einzelnen Landern, wie England und Deutschland, der Energieverbrauch 
(damals noch iiberwiegend fiir Haushaltswirme und Industriewarme) schon seit einiger 
Zeit zu einem GroBteil aus Kohle gedeckt wurde, lag hinsichtlich des Weltverbrauches 
das Holz als Energiespender noch bis in die zweite Halfte des 19. Jahrhunderts an 
erster Stelle und in einzelnen Lindern, wie z. B. in RuBland, behielt es diese fithrende 
Rolle noch bis etwa 1930. Im Durchschnitt der industrialisierten Linder hat zur 
Zeit des Beginnes des ersten Weltkrieges die Kohle rund 80% des Bedarfes gedeckt; 
im Weltdurchschnitt waren es etwa 60%. Seither ist dann ein stiarkeres Anwachsen 
der Energieproduktion aus Erdél und Erdgas festzustellen, derart, da zwar Kohle 
noch immer an erster Stelle steht, aber nicht mehr die iiberwiegende Rolle spielt 
wie vor einem halben Jahrhundert. Aber jedenfalls decken Kohle, Erd6l und Erdgas 
zusammen gegenwirtig mehr als Dreiviertel des Weltbedarfes, wahrend der Anteil 
von Brennholz auf rund 5% heruntergegangen ist und der Anteil der Energieerzeugung 
aus Wasserkraften zwar seit 60 Jahren in stindigem Ansteigen begriffen ist, aber 


302 H. Thirring: 


eben erst knapp mehr als 1% erreicht hat und auch in alle Zukunft kaum jemals mehr 
als 5°% des jeweiligen Weltbedarfes wird decken kénnen. 


Das charakteristische Merkmal dieser Situation besteht nun darin, da im Gegen- 
satz zur Zeit vor 1800, als in den meisten Lindern noch der Grofteil des Energie- 
bedarfes aus den laufenden Einnahmen (Brennholz) gedeckt werden konnte, die heutige 
Energiewirtschaft darauf basiert, ein ein fiir allemal vorgegebenes Energiekapital 
in raschem Tempo zu verzehren. An dieser Sachlage wird sich auch durch Nutzbar- 
machung der Atomenergie nichts andern, denn auch die Vorrate an den Kernbrenn- 
stoffen Uran und Thorium sind keineswegs unerschépflich und der Zeitpunkt des 
Energiebankerotts ist daher vorliufig nur hinausgeschoben, ohne daB — zumindest 
beim gegenwirtigen Stand der Technik — die Gefahr ein fiir allemal beseitigt worden 
ware. 


Allerdings gewaihrt uns die Verwertung der Kernbrennstoffe eine Prolongierung 
des Wechsels auf lange Sicht. Denn bei dem aller Voraussicht nach zu erwartenden 
Anstieg des Weltenergieverbrauches wiire die Frist bis zur Erschopfung der fossilen 
Brennstoffe nur von der GréBenordnung eines Jahrhunderts gewesen, wahrend der 
Vorrat an Kernbrennstoffen fiir eine Zeit ausreichen diirfte, die in der GroBenordnung 
eines Jahrtausends liegt. Obwohl auch diese Zeit im Vergleich zur voraussichtlichen 
weiteren Lebensdauer der Menschheit noch immer verschwindend knapp ist, gibt 
sie unserer Zivilisation doch eine sehr reichliche Frist, um das bisher groBte technische 
Problem tiberhaupt zu lésen, das darin besteht, die sogenannten thermonuklearen 
Reaktionen in kontrollierter Form ablaufen zu lassen. Bei diesen Reaktionen 
handelt es sich um Aufbauprozesse leichter Atomkerne, wie z. B. die Synthese von 
Heliumkernen aus Wasserstoffkernen, die sich bei geniigend hoher Temperatur als 
Kettenreaktionen vollziehen. Man wei heute, daB die Synthese von Helium aus 
Wasserstoff mit Kohlenstoffkernen als Katalysatoren die Energiequelle der Sonne 
bildet, und auBerdem ist es seit einmigen Jahren auch schon gelungen, solche Vorgange 
mit irdischen Mitteln zu verwirklichen, um damit die ungeheure Sprengkraft der 
Wasserstoffbombe zu erzielen. Was uns fehlt, um Energiereserven von praktisch 
unerschépflichen AusmaBen nutzbar zu machen, ist nichts weiter als ein Schritt, 
der fiir den AuBenstehenden recht klein erscheinen mag. Denn er wire nichts weiter 
als die Umkehrung des auf dem Gebiete der Kernspaltungsreaktionen erfolgten Schrittes 
vom ersten Reaktor bis zur ersten Atombombe, zu dem die amerikanischen Physiker 
unter der Leitung Robert Oppenheimers knapp mehr als zweieinhalb Jahre ge- 
braucht hatten (vom 2. Dezember 1942 bis zum 16. Juli 1945). 


Im Anschlu8 an die im Sommer 1955 stattgefundenen Konferenzen iiber die 
friedliche Verwertung der Atomenergie (im Juli in Moskau und im August in Genf) 
wurde nach einigem Zégern bekanntgegeben, da sowohl in den Vereinigten Staaten 
wie auch in der Sowjetunion Forscherteams mit groBen Mitteln an der Lésung dieser 
Aufgabe arbeiten. Welche Bedeutung dieser Schritt von den explosiven zu den ge- 
steuerten thermonuklearen Reaktionen, von der Wasserstoffbombe zum thermo- 
nuklearen Reaktor hatte, geht wohl am besten aus der Tatsache hervor, da® der Uber- 
gang zum Deuterium als Kernbrennstoff eine Streckung der Energievorrite von dem 
Jahrhundert der fossilen Brennstoffe iiber das Jahrtausend der spaltbaren Materialien 
Uran und Thorium hinaus auf eine runde Jahrmilliarde der leichten Kernbrennstoffe 
bedeuten wiirde. Das in den Weltmeeren vorhandene Schwerwasser wiirde geniigen, 
um den Energiebedarf der Menschheit auf ihre voraussichtliche Lebensdauer zu decken, 
wenn es gelinge, die sogenannte d-d-Reaktion, die Helium aus Deuterium syntheti- 
siert, in einem Reaktor derart gesteuert ablaufen zu lassen, wie man das seit 1942 
schon mit den Spaltungsreaktionen des Urans zu tun vermag. 
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Obwohl wir es hier mit einer Aufgabe zu tun haben, deren Lésung fiir die Mensch- 
heit von unvergleichlich héherem Werte wire als beispielsweise die kiinstliche Er- 
zeugung von Gold, und obwohl einige der besten Képfe unserer Zeit an dem Problem 
beschaftigt sind, ist es doch recht ungewi8, ob unsere Generation ihre Losung erleben 
wird. Welches die grundsitzlichen Schwierigkeiten sind, die im Gegensatz zu den 
Spaltungsreaktionen den Ubergang vom explosiven Ablauf zur gesteuert verlaufenden 
Kettenreaktion beim gegenwiirtigen Stand unseres Wissens noch zu hemmen 
scheinen, wurde vom Verfasser an einer anderen Stelle ausfiihrlich behandelt1, so 
daf} darauf hier nicht eingegangen werden soll. Das, worauf wir in den nachsten 
Jahrzehnten mit Sicherheit rechnen kénnen, sind jedenfalls nur die Kernreaktoren 
mit Uran und Thorium als Brennstoff. 

Ganz unabhingig davon jedoch, ob in weiterer Zukunft neben dem Kernspaltungs- 
reaktor auch noch der thermonukleare Reaktor auftauchen sollte oder nicht, wire 
es ganz ungerechtfertigt, die Ausschépfung natiirlicher Energiequellen aus dem 
laufenden EKinkommen zu vernachlissigen. Gegen die hohen Investitionskosten der 
Wasserkraftanlagen wird hiufig das Bedenken geltend gemacht, daB Kapitalverluste 
durch die ErschlieBung billigerer Energiequellen drohen kénnten. Darauf ist zu 
erwidern, dai nach aller menschlichen Voraussicht eine Entwertung der Kilowatt- 
stunde nie zu erwarten sein wird und da8 im Gegenteil zum Unterschied von anderen 
Giitern, bei denen je nach der Wirtschaftslage unter Umsti&nden das Angebot die 
Nachfrage iibersteigt, der Bedarf an Energie von Jahr zu Jahr zunimmt und so gut 
wie tiberall das Angebot tibertrifft. Jede Investition in den Ausbau von giinstig 
gelegenen Wasserkraften, wie sie z. B. im Bereich der Alpen und der Donau vor- 
kommen, wird sich daher im Laufe der Zeit bezahlt machen, ja, es war ein schweres 
Versiumnis, da8 Osterreich seine groBen Schitze auf diesem Gebiet so lange hat brach 
liegen lassen. 

Grofbritannien 


Das Land, das in Ermangelung ergiebiger Wasserkrafte am stairksten auf die 
Verwertung von Kernenergie angewiesen sein wird, ist England, das auch tatsachlich 
schon sehr weitgehende Plane zum Bau von Atomkraftwerken ausgearbeitet hat. 
Gemai einem im Februar 1955 dem britischen Parlament vorgelegten Programm? 
werden fiir die nichsten zehn Jahre Investitionen fiir Atomkraftwerke in der Hohe 
von 300 Millionen Pfund Sterling (rund 21 Milliarden 6sterreichische Schillinge) vor- 
gesehen. Am Ende dieser Periode soll die installierte Kapazitat der Kernkraftwerke 
3900 MW betragen und in den folgenden Fiinfjahrperioden auf 6200, dann 13200 
und schlieBlich 23000 MW im Jahre 1980/81 gesteigert werden, was rund 30% der 
bis dahin auf 80000 MW gesteigerten Kapazitiit aller britischen E-Werke ausmachen 
wird. Voraussetzung ist dabei, daB es gelingen wird, in der Zwischenzeit auch die 
englische Kohlenproduktion in entsprechender Weise zu steigern. Sollte dies — z. B. 
infolge Mangels an Arbeitskraften — nicht méglich sein, dann wiirde wahrscheinlich 
der Prozentsatz der Stromerzeugung aus Kernenergie in GroSbritannien bis zum 
Jahre 1980 noch gré8er ausfallen. 


Frankreich 


Auch in Frankreich sind drei Atomkraftwerke im Bau, aber zum Unterschied 
gegeniiber England ist dort noch eine wesentlich gesteigerte Produktion aus den 
Wasserkriiften zu erwarten. Dabei spielen im Falle Frankreichs nicht nur die Wasser- 
krifte der Fliisse, sondern auch die der Gezeiten eine wesentliche Rolle, und daher 
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wird dieses Land das erste sein, das innerhalb der nachsten Jahre ein Gezeiten- 
kraftwerk mit einer installierten Leistung von mehr als 300 MW besitzen wird. Von 
den weit mehr als hunderttausend Kiistenkilometern der fiinf Kontinente erfiillen 
nur wenige die Vorbedingungen fiir eine giinstige Ausniitzung der Gezeiten, namlich 
1. groBe Amplituden von Ebbe und Flut und 2. entsprechende Gliederung der Kiste 
durch Flu8miindungen, Buchten, Fjorde u. dgl., die es gestatten, mit Dammen be- 
scheidener Linge moglichst groBe, im Bereiche der Gezeiten liegende Staubecken 
abschlieBen zu kénnen. 

Diese beiden Bedingungen sind nun an der franzésischen Kanalkiiste, namentlich 
in dem zwischen Bretagne und Normandie liegenden Teil, besonders gut erfiillt, und 
es ist daher begreiflich, daB gerade franzdsische Forscher sich mit dem Problem der 
rationellen Ausniitzung der Gezeiten am eingehendsten beschaftigt haben und auf 
diesem Gebiete theoretische Pionierarbeit geleistet haben, deren Friichte in den 
nachsten Jahrzehnten der Wirtschaft ihres Landes sehr zustatten kommen werden. 
Im Jahre 1943 wurde die Société d’Etudes pour l’Utilisation des Marées (S. E. U. M.) 
gegriindet, die spiter als Studiengesellschaft der verstaatlichten Electricité de France 
eingegliedert wurde. Uber die Arbeiten dieser Gruppe liegt ein Bericht von M. R. Gibrat® 
vor, in dem sich die ganze Fiille mathematischer Probleme offenbart, die im Zusammen- 
hang mit der Verwertung der Gezeiten auftauchen. Gegeniiber der trivialen Methode, 
ein Staubecken bei Flut vollaufen zu lassen und bei Ebbe iiber ein System von 
Turbinen zu entleeren, 1éBt sich eine wesentlich bessere Energieausbeute durch 
Beachtung der folgenden Moglichkeiten erzielen: 

1. Das Fiillungsniveau des Staubeckens lé8t sich iiber das jeweilige Flutniveau 
hinaus steigern, wenn die Lage des Beckens und seiner Staumauer so gewahlt ist, 
daB die Ufer von seewarts her gegen den Damm konvergieren, so daB eine durch den 
Stau tiberhohte Flutwelle in das Becken eintritt. 

2. Turbinenarbeit kann nicht allein bei der Entleerung des Beckens wahrend 
der Ebbe, sondern auch bei Fiillung des Beckens wahrend der Flut geleistet werden. 
Diese doppelte Ausniitzung wird durch die technische Fortbildung einer dsterreichi- 
schen Erfindung erleichtert: Bei den im Jahre 1956 fertigzustellenden Flu8kraftwerken 
von Argentat und Cambeyrat verwendet man Kaplanturbinen, die mit dem auf der 


Achse sitzenden gekapselten Generator (,,alternateur bulbe“‘) zusammen koaxial in 


dem horizontal verlaufenden Stro6mungskanal liegen und von der Strémung ganz 
umflossen werden. Bei Verwendung dieser fiir kleines Gefille und groBen WasserfluB 
geeigneten Anordnung fiir Gezeitenkraftwerke kann man die Verstellbarkeit der 
Kaplan-Schaufeln dazu beniitzen, um die Turbinen auch bei verkehrter Strémungs- 
richtung in gleichem Sinne umlaufen zu lassen. Das geplante Gezeitenkraftwerk an 
der Rance-Miindung unweit St. Malo in der Bretagne, wird 38 derartiger ,,groupes- 
bulbes“ mit je 9 M™W Leistung enthalten, die sowohl bei Fiillung wie bei Entleerung 
des Beckens als Turbinen Arbeit leisten und Energie in das 220-kV-Netz liefern und 
auBerdem auch in beiden Richtungen bei Energieentnahme aus dem Netz als Pumpen 
funktionieren kénnen. Jede einzelne Gruppe lift bei 1m Niveaudifferenz einen 
Durchflu8 von 186 m3/s zu. 

3. Die Funktion der Turbinen als Pumpen hat bei Gezeitenkraftwerken eine Be- 
deutung, die tiber die tibliche Energiespeicherung weit hinausgeht. Um das zu er- 
lautern, betrachten wir das Beispiel eines Beckens, in dem sich der unter 1 erwahnte 
Effekt der dynamischen Uberstauung nicht erzielen la8t. Es sei eben der Tiefpunkt 
der Ebbe erreicht, das Becken ist entleert und der Meeresspiegel beginnt wieder zu 
steigen, so da eine allmihlich wachsende Niveaudifferenz entsteht. Obwohl sehr 
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bald Arbeit geleistet werden kénnte, wiire es ganz falsch, die Turbinen sogleich laufen 
zu lassen, denn es ist rationeller, die Speicherfahigkeit des Beckens erst bei Vorhanden- 
sein eines bestimmten Mindestgefilles auszuntitzen. Von einer gewissen Niveau- 
differenz an, die sich als Lésung eines Variationsproblems ergibt, wird das Becken 
gefillt und die Turbinen leisten Arbeit. Dieser Vorgang kann noch bis kurz iiber 
die Phase des Flutmaximums hinaus fortgesetzt werden; sobald aber nach Uber- 
schreiten des Maximums die Niveaudifferenz sehr klein wird, ist es zweckmabig, den 
Kinflu8 in das Becken dadurch zu steigern, da8 man die mit den Turbinen gekoppelten 
Dynamos als Motoren laufen lit und die Gruppe auf diese Weise als Pumpe beniitzt. 
Denn die dem Netz entnommene Energie mu8 nur dazu verwendet werden, um eine 
bestimmte Wassermenge iiber eine kleine Niveaudifferenz, etwa von der GréBen- 
ordnung eines Meters, zu heben, wihrend diese gleiche Wassermenge um eine Viertel- 
periode spater wiederum itiber ein rund zehnmal griéBeres Gefille abstrémend die 
entsprechend gréBere Arbeit an das Netz riickliefert. 

4. Das Problem wird nun dadurch noch verwickelter und anderseits gleichzeitig 
reizvoller, da’ der Wert der elektrischen Energie selbst in den Perioden der Schwach- 
last, Vollast oder Spitzenlast verschieden hoch ist. Wahrend aber die Netzbelastung 
eine 24stiindige Periodizitit aufweist, ist die Gezeitenperiode im Durchschnitt um 
rund 20 Minuten linger als 12 Stunden, so daB sich der Zeitpunkt von Ebbe und 
Flut von Tag zu Tag um ungefiihr 40 Minuten verspitet. Dazu kommt weiter noch 
der Umstand, da die Gezeitenamplituden eine monatliche Periode aufweisen. Aus 
all dem ergibt sich das sehr reizvolle Extremungsproblem, die Zeitpunkte des Ein- 
schaltens der Turbinen zur Energiespeisung in das Netz und zur Energieentnahme 
aus dem Netz im Laufe einer vollen Mondperiode jeweils so zu tempieren, daB unter 
Beriicksichtigung des verinderlichen Wertes der Energie der maximale Nutzen 
resultiert. 

Das erste groBe Gezeitenkraftwerk dieser Art wird, wie erwihnt, an der Rance- 
Miindung gebaut werden und wird bei einer installierten Leistung von 342 MW eine 
Jahresarbeit von 820 GWh mit einer mittleren Winterspitzenleistung von 280 MW 
liefern. Bei gegebenen Gezeitenamplituden, die zwischen Bretagne und Normandie 
hohe Werte zwischen 11 und 13m erreichen, ist die Leistung des Werkes von der 
Flache des abgedimmten Beckens abhingig. Nun lat sich in der éstlich von St. Malo 
gelegenen Bucht von Mont Saint Michel ein Becken von rund 500 km? Flache durch 
zwei von der Insel Chausey unter rechtem Winkel nach Siiden und Osten laufenden 
Damme abgrenzen. Nach entsprechenden Vorstudien und auf Grund der mit dem 
Rance-Werk gemachten Erfahrungen wird man in ungefaihr zehn Jahren mit dem 
Bau dieses gréBeren Werkes beginnen, das nach seiner Vollendung um das Jahr 1980 
eine installierte Leistung von 10000 bis 15000 MW haben wird und eine Jahresarbeit 
von rund 20TWh = 20 Milliarden kWh liefern soll, was rund das Dreifache der 
gegenwartigen hydroelektrischen Produktion von ganz Osterreich sein wird. Bei 
Gelingen dieser Projekte wird daher Frankreich in der Lage sein, zusatzlich zur 
Produktion aus den fossilen und nuklearen Brennstoffreserven noch erhebliche Energie- 
mengen aus den unerschépflichen Kraftquellen der Natur zu gewinnen. 


Osterreich 


Osterreich ist in der gliicklichen Lage, kiinftig einmal aus den Alpenfliissen und 
der Donau mehr Energie pro Kopf der Bevélkerung gewinnen zu kénnen als die tiber- 
wiegende Mehrzahl aller anderen Linder der Erde, obwohl es in dieser Hinsicht mit 
den ganz besonders begiinstigten Landern, wie Norwegen, Belgisch-Kongo, Franzésisch- 
Aquatorialafrika oder Tibet, nicht konkurrieren kann. Von dem Vollausbau der 
dsterreichischen Wasserkrafte ist eine Steigerung der Jahresproduktion auf den 
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etwa fiinf- bis sechsfachen Wert des heutigen Standes zu erwarten. Trotzdem wird 
man mit Riicksicht auf den rasch anwachsenden Bedarf und auf die ungleichmafige 
Wasserfiihrung der Fliisse, die zur Spitzendeckung im Winter nicht ausreicht, auf 
thermische Kraftwerke nicht verzichten kénnen. Da die heimischen Braunkohlen- 
vorrate in wenigen Jahren zur Neige gehen diirften, wird auch Osterreich allmahlich 
dazu tibergehen miissen, einen Teil seines Bedarfes aus Kernkraftwerken zu decken. 
Die Betonung ist dabei auf das Wort allmahlich zu legen, denn solange noch Inland- 
kohle zur Verfiigung steht, wird man die Dampfkraftwerke billiger mit diesem 
heimischen Produkt betreiben kénnen. Jedes Jahr Zuwarten bedeutet dabei insofern 
einen Gewinn, als mit ziemlicher Sicherheit damit zu rechnen ist, daB die Kernreaktoren, 
die man in etwa fiinf Jahren auf Grund der inzwischen gesammelten Erfahrungen 
erbauen kann, sowohl hinsichtlich der Anlagekosten je MW Leistung wie auch hin- 
sichtlich der Brennstoffkosten je kWh gelieferter Energie rund halb so teuer sein 
werden wie irgend etwas, das man heute bekommen kann. 


Das Problem der Warmepumpe 


Wenn Osterreich im Laufe der nichsten Generation zu einem relativ stark 
elektrifizierten Land mit 40 bis 50 TWh Jahresverbrauch geworden sein wird, und 
wenn sodann in 30 bis 40 Jahren nach Erschopfung der heimischen Reserven an 
Erdél, Erdgas und Kohle der Bedarf an Brennstoffen durch Importe gedeckt werden 
mu, dann wird die Frage einer immer weitgehenderen Einfiihrung elektrischer 
» Heizung aktuell werden. Nun wird die an sich so tiberaus bequeme und dabei reinliche 
Methode der elektrischen Widerstandsheizung leider auch schon heute in vielen 
Gegenden weitgehend bentitzt. ,,Leider“ darum, weil es vom Standpunkt des techni- 
schen Gewissens aus eine schwere Siinde ist, hochwertige elektrische Energie direkt 
in die 6konomisch niedriger bewertete Wairme umzuwandeln. Man darf nicht ver- 
gessen, dafiX die Widerstandsheizung nicht mehr als 860 kcal/kWh liefert, waihrend 
zur Elektrizitatserzeugung in unseren gegenwirtigen Dampfkraftzentralen rund 
4000 kcal/kWh aufgewendet werden. Widerstandsheizung ist daher eine Vergeudung, 
die man so lange in Kauf nehmen kann, als es sich um relativ kleine Energiemengen 
handelt. Wenn aber spater einmal die Elektroheizung in einem Umfang aufgenommen 
werden sollte, daB sie uns die Kohlenimporte ersparen kann, dann wiirde der Ver- 
brauch 10 Milliarden kWh jahrlich tibersteigen und in diesem Falle kénnte die éster- 
reichische Wirtschaft durch allgemeine Hinfiihrung der Warmepumpen sehr betracht- 
liche Ersparnisse erzielen. Bei einem Leistungsfaktor von 3°5 liefert die Warme- 
pumpe rund 3000 keal/kWh derart, da8 mit nur 10°% der im Jahre 1985 zu erwartenden 
hydroelektrischen Produktion Osterreichs etwa 12 Billionen keal Warme erzeugt 
werden kénnten, was den Bedarf fiir Wohnungsheizung im ganzen Bundesgebiet 
decken kénnte und damit Kohlenimporte im Werte von 1 bis 2 Milliarden Schilling 
jabrlich ersparen wiirde. Dazu kimen noch weitere Vorteile, die sich zwar nicht 
direkt in Ziffern ausdriicken lassen, die aber dennoch von grofer praktischer Bedeutung 
sind: Krleichterung der Haushaltsarbeit durch Wegfall der Manipulation mit Heiz- 
material und Asche, Verminderung der Rauch- und RuB&plage in den Stiidten und 
schlieBlich die Méglichkeit, die Wohnungen nicht nur im Winter zu heizen, sondern 
auch im Sommer zu kihlen. 

Warum wird von einer Einrichtung, die gesteigerten Komfort mit gréBerer Wirt- 
schaftlichkeit verbinden kénnte, bisher nur an einzelnen Stellen und nur in geringem 
MaBe Gebrauch gemacht? Wirmepumpen werden bisher in sehr beschranktem 
AusmaBe in der Schweiz, ein bif}chen mehr in den Vereinigten Staaten und neuerdings 
auch in wenigen Exemplaren in England verwendet, aber von einer allgemeinen 
Kinfithrung kann noch nirgendwo die Rede sein. Der Grund dazu liegt in dem 
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Umstand, da unter den heutigen Verhiiltnissen die Anschaffungskosten einer 
Warmepumpenanlage zu hoch sind, um trotz der verringerten laufenden Kosten 
einen Betrieb zu ermoglichen, der mit den konventionellen Heizungssystemen wirt- 
schaftlich konkurrieren kénnte. Der derzeit noch hohe Anschaffungspreis der Warme- 
pumpen ist jedoch keine durch hohen Materialaufwand naturbedingte Tatsache, 
sondern riihrt nur daher, daB noch keine Serienproduktion aufgenommen wurde. Wiirde 
man Warmepumpen am laufenden Band wie Autos herstellen und wiirde der Ankauf 
solcher Gerate durch billige Kredite erleichtert werden, dann kénnten die wirtschaft- 
lichen und anderen Vorteile dieser Beheizungsart in einer nicht zu fernen Zukunft 
voll zur Geltung kommen. In England sind diesbeziigliche Bestrebungen bereits 
im Gange und es ist mit der Méglichkeit zu rechnen, da die British Motor Corporation 
in einigen Jahren die Serienerzeugung von Wirmepumpen fiir den Haushaltsgebrauch 
autnehmen wird. Sie kénnte damit auf dem Gebiete des Heizungswesens eine Tat 
vollbringen, die etwa mit dem zu vergleichen wire, was Henry Ford vor mehr als 
einem halben Jahrhundert fiir den Automobilismus getan hatte. 

Allerdings liegen die stiidtebaulichen und klimatischen Verhaltnisse in England 
in Hinblick auf die Wiirmepumpe etwas giinstiger als in Osterreich. In dem ozeanischen 
Klima der britischen Inseln sind sowohl die Kiistengewisser als auch zahlreiche Fliisse 
das ganze Jahr hindurch geniigend weit vom Gefrierpunkt entfernt, um als Warme- 
quelle fiir die Warmepumpe dienen zu kénnen. AufSerdem kann die Beheizung kleiner 
Kinfamilienhauser, in denen ein groBer Prozentsatz der gesamten Bevolkerung 
Englands wohnt, auch durch Beniitzung der Bodenwirme oder des Grundwassers 
als Warmequelle durchgefiihrt werden. Bei stiirkerer Konzentration der Wohnungen 
in Zinshausern reicht dagegen diese Art der Warmequelle nicht aus. Im Falle Wiens 
zum Beispiel miiBte das Donauwasser als Wirmequelle herangezogen werden, was 
in wirtschaftlicher Hinsicht aus zwei Griinden stark erschwert wird: Es miiBte erstens 
ein eigenes Leitungssystem durch die ganze Stadt gelegt werden, was natiirlich mit 
enormen Kosten verbunden ist, und zweitens bestiinde die Gefahr des Versagens in 
extrem strengen Wintern, wenn die Temperatur des Donauwassers so nahe am Gefrier- 
punkt liegt, daB keine Wairmeentnahme ohne nachfolgendes Einfrieren der Leitungen 
mehr moglich ist. Zieht man anderseits die Tatsache der Ersparnis von Milliarden- 
betrigen in Betracht, so wird man leicht herausfinden kénnen, daf selbst die groBen 
Ausgaben einer eigenen Wasserleitung fiir Heizzwecke sich auf lange Sicht bezahlt 
machen widen. 

Eine Abhilfe gegen das im Hochwinter zu kalte Flu8wasser konnte gemif einem 
in der Schweiz schon einmal diskutierten Projekt in der Weise gefunden werden, 
da8 man in groBen wirmeisolierten Reservoiren mit Fassungsraumen in der GréBen- 
ordnung von 108m? Wasser vom Sommer her speichert und im Bedarfsfall an 
Stelle des Donauwassers in die Leitungen verteilt. Derartige Reservoire lieBen sich 
beispielsweise im Zusammenhang mit den Staubecken errichten, die langs der geplanten 
Kette der Donaukraftwerke in der Wiener Umgebung gebaut werden sollen. Hier 
wiirde sich auch die Méglichkeit einer wenigstens teilweisen Ausnititzung der Sonnen- 
energie ergeben. Man kénnte nimlich das Reservoir mit einem geschwirzten Dach 
versehen, das bei Tag der Sonnenstrahlung ausgesetzt wird, nach Sonnenuntergang 
dagegen durch eine jalousienartige Vorrichtung gegen Ausstrahlung und Warme- 
konvektion geschiitzt ist. Im National Physical Laboratory of Israel wurde von 
H. Tabor ein fiir Speicherung der Sonnenwiirme bestimmter Anstrich entwickelt, 
der die Eigenschaft hat, ,,selektiv schwarz‘ zu sein, indem er im sichtbaren Spektral- 
bereich (in dem die Sonnenstrahlung ihr Maximum besitzt) ein groBes Absorptions- 
vermégen aufweist, dagegen im Infrarot kleines Absorptionsvermogen und dem- 
entsprechend auch geringes Emissionsvermégen hat. Die mit einem derartigen Anstrich 
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versehenen Flachen wirken als ,,Strahlenfalle‘‘ und werden im Sonnenlicht zu noch 
héherer Temperatur aufgeheizt als einfach beruBte Flichen. In der geographischen 
Breite von Wien kann man an sonnigen Hochsommertagen mit einer gesamten Hin- 
strahlung von 5000 kcal je Tag und Quadratmeter einer horizontalen Flache rechnen. 
Und da das grofe Reservoir eine Flache von einigen Quadratkilometern einnehmen 
miiBte, so wiirden sonnige Tage mehrere Milliarden Kalorien liefern, von denen bei 
guter Ausfiihrung der Strahlenfalle und der Warmeisolation ein sehr erheblicher 
Bruchteil bis zum Winter gespeichert werden konnte. 

Natiirlich handelt es sich hier um gigantische Bauvorhaben, die fiir unsere 
Generation noch nicht in Frage kommen, die sich aber in einem vollelektrifizierten 
Osterreich im Laufe der Zeit gut bezahlt machen wiirden. Man darf nicht vergessen, 
daB selbst der kleinste Kraftreaktor mit 11:5 MW elektrischer Leistung rund hundert 
Millionen Schilling kostet. Bei der Frage der Vollelektrifizierung der 6sterreichi- 
schen Haushalte handelt es sich aber um Leistungen, die um rund zwei Zehnerpotenzen 
hoher liegen, und daher wird auch zu gegebener Zeit ein entsprechender Aufwand 
gerechtfertigt sein. Hier liegen — auch ganz abseits von dem jetzt soviel bearbeiteten 
Gebiet der Kernenergie — sehr interessante Aufgaben fiir die Physiker und Ingenieure 
vor, deren Lésung fiir die Volkswirtschaft und das Allgemeinwohl der Bevolkerung 


von groBtem Nutzen sein kann. 
(Hingegangen am 29. Februar 1956) 


Membranspannungszustand im elliptischen Paraboloid 
Von E. Tungl, Wien 
Mit 3 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Die Lésung fiir den Membranspannungszustand in einem elliptischen 
Paraboloid ttber rechteckigem Grundri8 wird unter Annahme einer von zwei Parametern ab- 
hangigen Vertikalbelastung in analytischer Form gegeben. 


Im folgenden wird in analytischer Form die Lésung fiir den Membranspannungs- 
zustand einer doppelt gekriimmten Schale (und zwar elliptisches Paraboloid) konstanter 
oder veranderlicher Wandstarke entwickelt. Probleme dieser Art sind zumeist nur 
niherungsweise mit Hilfe der Differenzenrechnung gelést worden. 

1. Es sei z = 2(a, y) die Gleichung der Mittelfliche. Die Linien « = konst. und 
y = konst. bilden auf dieser ein Netz von gekriimmten Koordinatenlinien. Je vier 
paarweise benachbarte Koordinatenlinien schlieBen ein Flachenelement ein, dessen 
Projektion auf die x, y-Ebene ein Rechteck bildet. Am betrachteten Element greifen 
die auf die Grundrifeinheit bezogene lotrechte Kraft Z und tangential gerichtete 
innere Krafte an, die langs jedes Randes parallel zu den Koordinatenlinien in die 
Komponenten (Abb. 1) S,, S,, 7’ je Einheit Schnittlinge zerlegt werden. Diesen 
Schnittkraften entsprechen an der GrundriBprojektion 
cos y 


Pp oon 
csp! 8 ioe a: 
PY 


Nay = ae (1) 


wenn y und y die Neigungswinkel der Elementriinder gegen die w- und y-Achse be- 
deuten. Zur Bestimmung des Schalenelementes ist ferner der Winkel # erforderlich: 


O25 7 sin ) = —— eee 
manana AUS) (E50) zn 


Die Gleichgewichtsbedingungen des Schalenelementes in Richtung «, y, z liefern, 
wenn die S,, S,, 7’ gema8 (1) durch die n,, n,, n,, ausgedriickt werden, drei Differential- 
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gleichungen fiir die Grundri8-Schnittkrifte. Die beiden ersten dieser Gleichungen 
sind erfiillt, wenn die » gemi8 . 

=) ae or 

ny = Oy?’ dx Oy (3) 
aus einer Spannungsfunktion F(x, y) gewonnen werden. Die dritte Gleichgewichts- 
bedingung lautet dann mit (3) 

@F dz eC ON ALT CRY aS Wak 


da Oy? Ox dy Ox dy 7 dy? dxt 


Ny = Oa? ? Roy == 


4 (4) 


und dient zur Bestimmung der Spannungs- 
funktion F. Diese Beziehungen wurden 
bereits von Pucher! abgeleitet. 


Abb. 1 ; Abb. 2 


Ist die vorgegebene lotrechte Belastung pro Einheit Schalenfliche g(z, y), dann 
lautet die in Rechnung zu stellende Lastkomponente : 


sin @ dz \* dz \? 
Zag oe =g\/1 + (se) + (se) (5) 
2. Auf Grund dieser allgemeinen Beziehungen werden die Membranspannungen 
in einer elliptischen Paraboloidschale (Abb. 2) mit der Mittelflachengleichung 


2 2 
aig t te 0 

unter der Belastung pro Grundrifbflicheneinheit 
Z = go(1 + ky x? + ky? y?) (7) 


(9o, ki, kz sind beliebige Konstanten) abgeleitet. Die Schale soll einen rechteckigen 
GrundriB mit den Abmessungen 2a@-26 tiberdecken und als Randbedingungen 
werden vorgeschrieben 
er A — or 
op 29: nm y=+6:n,=0, also 75 =0. (8) 
Die Differentialgleichung (4) lautet dann 
2 

a as i _ = ~90( + kPa) — go (5 + by y\= —4Z,—Z,. (9) 
Die Zerlegung der rechten Gleichungsseite erfolgte deshalb, weil zuniichst die Lésung F, 
fiir die Gleichung mit der rechten Seite gleich — Z, ermittelt und die analog auf- 


gebaute Lésung F, dann gemaf 


in x=+a: n,=0, also 


F=F,+F, (10) 
iiberlagert wird. Es ist daher vorerst die Differentialgleichung 
oF. g Ff 1 
ae p? Bye THta we g? (5 ct k? x (11) 
1 A. Pucher: Uber den Spannungszustand in gekriimmten Flachen. Beton u. Eisen 338, 


298: (1934). 
Ingenieur-Archiv X/2—3 21 
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mit den auch fiir F, giiltigen Randbedingungen (8) zu lésen. Ein partikulares Integral 
2 4 . 

dieser Gleichung ist — 9 q” (+ + a i). Die Losung F',,) der homogenen Gleichung 
wird aus einem Produkt einer reinen Funktion von x und einer reinen Funktion von y 
zusammengesetzt: Fy, = (x) Y(y). Die Einfiihrung dieses Lésungsansatzes in die 
homogene Gl. (11) liefert 

Do” g Ue 
@ p fei YE 


wo" + Lo w= 0, oder KG, (12) 


Da voraussetzungsgemif © nur von x und Y nur von y abhingt, muB jedes Glied 
der linken Gleichungsseite (12/2) einer zunichst beliebigen Konstanten — a? bzw. 
+ «% gleich sein, wobei die Vorzeichen im Hinblick auf die zu erfiillenden Rand- 
bedingungen geeignet gewaihlt wurden. Die Gl. (12/2) zerfallt somit in die beiden 
Beziehungen 


©” 4+ 2D =0, ye _ 2 wo, (13) 


Bei Beriicksichtigung der Symmetrie der Schale und Belastung sowohl in Richtung x 


als auch y kommen nur die Lésungen @ = A cosa az, ¥ = B Cos 7 oy in Betracht 
und es kann geschrieben werden: 


F553 = D(a) Vy) => C, cota, & Cos 7 Kn Y. (14) 
Mit der oben angegebenen Partikularlésung lautet das Integral der Gl. (11) 
4 2 4 ‘ 
r = C, COs On & COST On Y — Jo (> +5 k,?), (15) 


mit den zweiten Ableitungen 


OF, . P Pp 
ar = ey Xn? C',, COS X&» x Cos ony 
n 
or (16) 
a = —»’ Xn? C, COS &» Cos 7 On Y—JoP (+ +k? 22), 
Die Randbedingung (8/1) fiir F’, liefert 
nm 
cos «%,@=0, also n= Da? path ee, GYRE (17) 


und die Randbedingung (8/2) fir F, lautet damit 


we Nm 2 b 1 
ia ™ C’,, cos oe Cos f = + gy @ (> +k? 2] == ON (el se Dae, Oe ae 
n 


Um hieraus die C,, zu erhalten, muB man den 


1 
Faktor > + 4,? 2? durch eine Fourier-Reihe 


1 x 
Lplleuf] > +khiat= S'a,co, (n= 1,3,5...) 


x . (19) 
darstellen. Zu diesem Zweck wird der zu ent- 
wickelnde Ausdruck /, als gerade Funktion von 
« mit der Periode L = 4a fortgesetzt gedacht 


(Abb. 3). Die Fourier-Koeffizienten a, erhalt 
Abb. 3 man dann aus 
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L/2 
4( 2 
On = | fecos oie 


0 


: te 
= at (5 +k? 22) 008 da a (> +k? (x — 2 a)?) cos ie el 


2a | 
0 a 
zu 
— 2 2 2 8 . n 

a, = a 1 -+ 2a kj 1 — ai) sin aay es (20) 

Ks folgt nun aus (18) mit Beniitzung von (19) und (20) sowie unter Beachtung von 
n+1 
nm = 
sin = — (—1) ? 
8 
C ae 8 9, q2 a? 1+ 20k (1 | 
n = ( 1) n3 a3 p nxb (21) 
Cos — 
q 2a 
Die Teilspannungsfunktion lautet somit gemaB (15) 
dihis Ss n+l 1+ 20k? (1— | 
i, = aT >" 1? a cos x, «Cos «a, y — 
; ‘ n® Cos 2 Oy 5 S 
qd 
a ie 
— GF (+ ied ba (22) 


und die zugehérigen GrundriBschnittkrafte folgen hieraus nach (3) mit der HilfsgréBe 


n+1 1+ 202k? (1 a a) 
Ag=(—1) ? | (23) 
na Cos” a,b 
qd 
Zu 
in); = 2 gop? >| An COS Op, x Cos 7 Xn Y, | 
= 1 
(1 = — 2909 DA 008 Hy # C08 On Y — Go? (> +k? ca (24) 


n 


(ey): = 290 PTS) An Sin op x Sin | on Ys fag sel Ss Be ea) 


n 


wobei «, durch Gl. (17) bestimmt ist. Diese Schnittkrafte gehoren gemaB (9) zur 


Teilbelastung Z, = go [> +k? x), Die Schnittkrafte (n,)., (yo, (Nay)g zur Teil- 
belastung Z, = 9 (5 + k,? ?) kénnen mit Beniitzung der Hilfsgré8en 


nt+1 1+ 288 ky? (1 — is 


B = (Ga) 2. n2 72 nt 
n 


q 
OF CS iaie 


in analoger Weise angeschrieben werden. Die Gesamtschnittkrafte n = (n), + (”)s 
in der GrundriBprojektion der Schale unter der Belastung (7) lauten daher 
21* 
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a= top" [2 3) [Ay 08 25 2008 Fa — Ba 008 Buy C8 Ba 2|— ] 
—(;+kex)} 

Oh #2’ |B. cos By y Cos £ By # — Ay C08 Oy © COST On y| a i 
= (5 +H) 

They = 290P 1S, [Ansin «, 2 Sin 2a, y + Bysin Bry Sin ZB, al, 


(n =1,3,5...). 


Die Schnittkrafte in der Schale werden hieraus nach Gl. (1) bei Bericksichtigung 
der Mittelflichengleichung (6) mit Hilfe der Beziehungen 


3-04 SS), sn O ES) 2a em 


erhalten. Da das zugehérige Schalenelement ein Parallelogramm mit dem Winkel @ 
ist, wird mit diesen Schnittkraften ein schiefachsiger Spannungszustand beschrieben. 
Die Normal- und Schubspannungen in der Schale, sowie auch die Hauptspannungen 
konnen jedoch mit den Mitteln der elementaren Festigkeitslehre hieraus ermittelt 
werden (s. loc. cit. Anm. 1). 

Die der Rechnung zugrunde gelegte Belastung (7) entspricht gema®8 (5) einer 
Belastung pro Schalenflacheneinheit von 


1 + k? Bd + ek y? 


J = Jo (28) 


3. Sonderfall: Rotationsparaboloid tiber quadratischem Grundri8 unter rotations- 
symmetrischer Belastung. Die Mittelflichengleichung (6) lautet hier 


z= (a2 + y*)/2C. (29) 
Die Belastung pro Schalenflicheneinheit sei 
1 + B (a? + y?) 


9=9 (30) 
/ pa ewe 
und die Abmessungen des Grundrifquadrates 2a. Es ist also 
b=a, p=gG@=C0, k=—kh=hk, ttn = Ba = Sos (31) 
ferner i 
A, =B,=(—1) > ——— | +200) — S27) (32) 
n a Cos rest xe 
und die Gl. (26) kénnen geschrieben werden: 
oa 2 16 a? k? 
ie = go} |(1 + 20H) (R, — RB) —~S™ (pr, — Ry]|—(F +H}, 
Ls 2 16 a? k? 1 
Ny =n0{—=|(l + 2a? k*) (Rk, — Ry) —-—< (R, — R,)| — (5 + #29)! = (33) 


= —N,—9oC [1 +k? (a? + y?)], 
(a 1.2.08 K) (Re eR) an eee Ry}, 


2 


NX ey =~ 


L290 
% 
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wobei die R, bis R, folgende unendliche Reihen bedeuten: 


‘s a cos > Co nS n+1 Cos ae * cos st 
Pea aie ae (- 0) Cae 
R n Cos —>— a n Cos = 

n+1 cos =~ = Cos 7 n+1 Cos —~— cos “s : 
23 — 2 
R= P| 1) er ee R= D>’ (—)) : “ ’ 
n n§ Cos 5} a n® Cos 
N x nay mu cd 
+1s ' y 
hee py = mya Sin aa ee Sin 3 in. (34) 
=) —1) nn » Re Mca? (—1) aah nn ’ 
5 n Cos —— A n Cos - 
4-1 sini —— Sin ou Sh Be teo alee 
—- Vv (—1) : _ 2a 2a R 2 2a 2a 
Lege ae eee ares, G1) n ? 
2 n® Cos a n® Cos = 
Oe St Os 5) 


In der Differentialgleichung (9) kénnte die rechte Seite auch in — g, (1 + k,? a) — 
— go k y® zerlegt werden. Ein Vergleich der so erhaltenen Lésung mit Gl. (26) 
ergibt 


Pp 
oe COS a, OY Sod ictal cos B, y Cos £ B,, x 
Dy (-1)? so ee P__ _ 2, 
n naCos” «, 6 na Cos = g a 
vot ale 
= sin a, a Sin? «, y ntl sin B, y Sin  B, x 
Dp (-)3 ee ee Seat wa a See 
P q 
fae n 1% Cos — a, b n n a Cos — B, a 
qd Pp 
Daher gilt R, = — (R, +4), R, = R, und die Gln. (33) gehen fiir k? = 0 (konstante 


GrundriBbelastung) in die bei Fliigge? angegebenen Beziehungen (x und y ver- 
tauscht) tiber. 


Der allen Reihengliedern (34) gemeinsame Nennerfaktor Cos “* darf fiir groBe n (bei 


den durchgefiihrten Zahlenrechnungen wurde n 25 hg durch yer 2 ersetzt 
werden. Fiir die in den Zahlern auftretenden Hyperbelfunktionen kann jeweils eine 
Zahl m (abhangig von a bzw. y) angegeben werden, so dafi man fiir alle n = m setzen 


darf 


Nn nny 
] 


- WU nn «x igri an _ nny i 
: mits 2a ae Bad es 2a > 
Sin Ba = Cos ee ae Sin ae = Cos poe Mae n=m. 


Da die Reihen R,, R,, R;, R, summiert werden kénnen, wenn an Stelle der Hyperbel- 
funktionen Exponentialfunktionen stehen, erhalt man folgende Beziehungen: 


2 W. Fliigge: Das Relaxationsverfahren in der Schalenstatik. Federhofer-Girkmann-Fest- 
schrift. Wien: Deuticke. 1950. 
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m—2 n+1 1 Cos a — 22 ( -4) - 
rile 2 
Ry= y (—1)? Be é 41] C08 ~g 5 
1,3 Cos —5— 
1 C08 a y 
— 5 are tg ae oe (2 + 0), 
in ( aaise 
3 n+ NT cos 
oy 2a 
ROLES (21) ae ee eek eae —are tg , (4=0), 
4 n nT 2 sin Z a 95 
fl Cos —— in ( ) 
wt ¥ 
ky= 4? (2 Ga 1), 
nm Yy 
m—2 n+1 Ss NI y 
1 2a -*2 ( saa il luecen LO 
beg geet ie es #) sin 24 
aes Cos 
; 2 
y\ % . CL 
1 Cos (1 v) = + sin Sas i 
In ; ae): 
4 y\ a a me @. a 
Cos {1 sin 
( ‘) 2 2a 


Die analogen Ausdriicke fiir R, und R, werden hieraus gemif (34) durch Vertauschen 
von x und y gewonnen. Von den rascher konvergierenden Reihen R;, Ry, R,, Ry 
kann nur die Summe 


R, =— (36) 


geschlossen angegeben werden. 


Fir die numerische Auswertung der Gln. (33) sind im folgenden einige Zahlenwerte 
der Ausdriicke (R, — R,), (R; — R,), (R; + R,), (R, + R,) angefiihrt: 


(R,— R,) fiir (Ry — R,) fiir (Rs + Rg) fiir (Ry + Ry) fiir 
y = ee ee 7 — —— —— ss 
% 259 # 0,5 Laer #=6;5 Sie hese} 208 ee | 
a a a a a a a a 
0 0 +02135| 0 + 02422] 0 0 0 0 
0°25 | —0-0537 | + 0°1636 | —0-0606 | + 01816 | —0-2138 | —0°3399 | —0-2423 | —0-4846 
0-3 | —0-0773 | + 0:1409 | —0-0872 | + 0°1550 | —0-2581 | —0-4146 | —0-2907 | —0-5814 
0-4 | —0-1372 | + 0-0811 | —0°1550 | + 0-0872 | —0-3484 | —0-5770 | —0°3876 | —0-7752 
05 | —02136| 0 —0'2422| 0 —0'4406 | —0-7643 | —0-4845 | —0-9689 
06 | —0-3055 | —0-1054 | —0-3488 | —0-1066 | —0-5327 | —0-9901 | —0-5814 | —1°1627 
0-77 | —0-4115 | —0-2379 | —0-4748 | —0-2325 | —0-6199 | —1-2791 | —0-6782 | —1-3563 
08 | 05291 |—0-3987 | —0-6201 | —0-3779 | —0-6944 | —1-6851 | —0-7782 | —1°5502 
0-9 | —0°6550 | —0°5844 | —0-7848 | —0-5426 | —0-7458 | —2°3783 | —0°8721 | —1-7441 
tage tdi ea | aera —orr267 | 07048 —oo | —0:9690| — co 
\ =—2a/4 | =— a4 


Aus den Grundri8schnittkriiften (33) werden die Schalenschnittkrafte gemaB (27) 
mittels der Beziehungen 


(37) 
gewonnen, 
(Eingegangen am 16. Marz 1956) 
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Buchbesprechungen 


Calcul numérique des plaques et des parois minces. Von P. Dubas. (Mitteilungen aus dem Institut 
fir Baustatik an der Hidgenéssischen Technischen Hochschule in Ziirich: Nr. 27.) Mit 
67 Textabb., 175 8. Ziirich: Verlag Leemann. 1955. 


Die Arbeit stellt eine Anwendung des von Professor Stiissi, Ziirich, entwickelten Seil- 
polygonverfahrens dar, das auch fiir die vereinfachte Untersuchung von_belasteten platten- 
férmigen Kérpern geeignet erscheint. Es kann in diesem Falle als eine Weiterentwicklung des 
von Dr. Marcus ausgearbeiteten Verfahrens fiir ,,elastische Gewebe‘‘ angesehen werden. In 
der vorliegenden Arbeit wird nachgewiesen, da die Genauigkeit der Ergebnisse gegentiber den- 
jenigen nach dem Verfahren von Marcus wesentlich héher ist. Als ein Vorzug der Arbeit ist 
auch die Ausfiihrlichkeit der Darlegungen hervorzuheben, mit der der Verfasser sowohl die 
Grundlagen der Theorie der Platten und Scheiben, als auch die Eigenheiten des angewandten 
und der anderen Naiherungsverfahren erliutert. Weiterhin erscheinen die zur Erlauterung heran- 
gezogenen Zahlenbeispiele bemerkenswert, insbesondere diejenigen, die die Anwendung des Ver- 
fahrens auf Scheibenprobleme behandeln und aus denen durch Vergleich mit den exakten Lésungen 
die Brauchbarkeit der Methode auch fiir diese Art der Plattenbelastung dargetan wird. Zu der 
letzten Gruppe zihlen auch diejenigen Anwendungsfille, bei denen auf Grund der ,,Seilpolygon- 
methode* Stabilitétsprobleme der Platten behandelt werden. 

Mit Rtcksicht auf die nachgewiesene vielseitige Anwendbarkeit und auf die ausgezeichnete 
Art der Darstellung kann das Buch auch dem Praktiker bestens empfohlen werden. 

P. Cicin, Wien 


Die Mafsysteme in Physik und Technik. Kritische Untersuchung der Grundlagen zur Aufstellung 
einwandfreier MaBsysteme und Vergleich der bestehenden Systeme in Physik und Technik. 
Von G.Oberdorfer. VI, 1408. Wien: Springer-Verlag. 1956. S 96-—, DM 16—, $ 3:80, 
sfr. 16°30. 


Eigentlich als die 2. Auflage von ,,Das nattirliche MaBsystem“ gedacht, lieB der Verfasser 
das Buch jetzt in wesentlich vollstandigerer und abgerundeterer Form erscheinen. Die Aus- 
fiihrungen gliedern sich grundsitzlich in zwei Teile: Die theoretischen Grundlagen fiir die Auf- 
stellung von Ma8systemen und eine kritische Besprechung der meisten bekannten Systeme. 
Ein ausfiihrlicher Tafelanhang erlaubt die wichtigsten Faktoren fiir die Umrechnung von ein in 
ein anderes Mafisystem aufzufinden, wobei auch angelsdchsische Einheiten Beriicksichtigung 
fanden. 

Im Beginn seiner Untersuchungen geht der Verfasser von GréBengleichungen aus (Grobe = 
= Ma8zahl x Einheit). Es wird bewiesen, daB8 GroBengleichungen immer durch Potenzprodukte 
gegeben sind, als Qualitiét irgendeiner Einheit wird deren Dimension angegeben. Man kénnte 
aber auch eine GréBe als die (nach bestimmten Vorschriften zu messende) Qualitét einer physi- 
kalischen Erscheinung definieren, was hier nicht geschieht. Die Dimension eimer Einheit soll 
als Hilfe bei der Erkenntnis auch als Kontrolle dienen, aber man bedarf ihrer bei den Zahlen- 
rechnungen der Technik nicht, da hier ja meist mit den naheliegendsten Einheiten, nicht aber 
mit Dimensionen oder auch Grundeinheiten gerechnet wird. GrdRengleichungen zerfallen in 
Definitionsgleichungen und Proportionalitaten ; die letzteren sind das Ergebnis eines Experimentes 
und enthalten stets einen dadurch gegebenen dimensionsbehafteten Faktor. Die Anzahl der 
in ihnen vorkommenden GréBen weniger der Anzahl der Gleichungen liefert die Zahl der zu 
wihlenden GrundgréBen (und Dimensionen): Der Verfasser postuliert fiir Mechanik und Warme- 
lehre drei — fiir die Dimension der Temperatur fiihrt er die Energie je Partikel (1 Clausius = 
= 1 Joule/10*4 Partikel) ein —, in der Elektromagnetik benétigt man vier. Der Stand der Forschung 
halt noch die Einfiihrung magnetischer Mengen (Dirac) fiir unnétig. Diese geforderte Anzahl 
erscheint dem Referenten doch im wesentlichen eine Funktion des wissenschaftlichen Fortschrittes 
und wohl auch der persénlichen Ansicht zu sein, welche Gleichungen nun als Proportionalititen 
anzusehen seien. Hier ist die Induktion B die kennzeichnende GréBe des Magnetfeldes (magnetische 
Feldstiirke genannt), wihrend die Rechengré’e H magnetische Erregung heiBt. Re 4 

Im weiteren vertritt der Verfasser die Ansicht, daB gebrochene Exponenten der Einheiten 
oder Dimensionen notwendig eine falsche oder zumindest ungiinstige Wahl der Grundgré8e — 
Grunddimension — erkennen lassen, schreibt er doch dem Dimensionssystem (das mit dem Hin- 
heiten- und Urmasystem ein MaBsystem bildet) eine hervorragende Bedeutung zu. Durch die 
mechanische Definition und die Wahl der Stromeinheit (1 A) wird die GréBe der Induktions- 
konstante , vollig frei gewahlt. Allerdings wurde 1954 international verbindlich nur die Kinheit 
des Stromes iiber eine Zahlenwertgleichung festgelegt (damit das System m, kg, s, A), nicht 
aber durch eine GréBengleichung Systemzahl und -art. 
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Um die Frage nach verschiedenartigen GréBen mit gleicher Dimension zu klaren, fuhrt der 
Verfasser die Essenz einer Dimension (Skalar, Pseudoskalar, Vektor und axialsymmetrischer 
Tensor) ein, die unter Beniitzung ihrer Verkniipfungsregeln fiir In- und Exprodukt eine ein- 
deutige Unterscheidung gestatten (z. B. Arbeit und Drehmoment). Ausfithrlich wird auch das 
Arbeiten mit dimensionslosen GréBen besprochen, die durch Integrationen, Quotientenbildung 
oder als Mengenbezeichnung in Gleichungen auftreten kénnen, was besonders in der Warmelehre 
als wesentlich erscheint. 

Bei den Besprechungen der bestehenden Mafsysteme wird im Werk an den geeigneten Stellen 
stets auf die Fehler hingewiesen, die dadurch entstanden, daf man Zahlenwertgleichungen 
(Proportionalititen) mit dem Faktor 1 als GréBengleichungen ansah und somit in der Elektro- 
magnetik das Vierer- durch nur ein Dreiersystem ersetzte. Der Verfasser bevorzugt das Kalantaroff- 
sche Dimensionssystem, das an Stelle von J, ¢, m, J als Grunddimensionen J, ¢, W und wahlweise Q 
oder @ einfiihrt. Wegen der Unanschaulichkeit der Dimension einer Wirkung kénnte man uber 
seine ZweckmiGigkeit im Zweifel sein, trotz der angenehmen Symmetrie in den Ableitungen 
der anderen Dimensionen. Der Unterschied und die Méglichkeiten zwischen rationalen und nicht- 
rationalen Systemen werden eingehend behandelt. Tafeln und Zusammenstellungen gestatten 
eine leichte Ubersicht. 

Die kleinen Fliichtigkeitsfehler (Def. von ) auf S. 16, drittletzte Zeile auf S. 19, 
1° K = 1 Joule/48,3 . 102 Part. auf S. 106) tun dem Werk keinen Abbruch, das sehr anschau- 
lich und eindeutig klar geschrieben ist. In der angefiihrten Literatur am Buchende vermi®t man 
die grundlegenden Beitrige von Prof. R. Fleischmann, Erlangen, auch wenn darin entgegen 
der Ansicht des Verfassers fiir die Elektromagnetik ein Fiinfersystem vorgeschlagen wird. Das 
Buch als Ganzes ist jedenfalls als ein begriiBenswerter interessanter Beitrag zu diesem noch 
heute wesentlichen Fragenkomplex in Physik und Elektrotechnik zu werten, der nicht nur viele 
Unklarheiten und Klippen aufzeigt, sondern auch ganz zu beseitigen versteht. 

F. Bolhar-Nordenkampf, Wien 


Algebra. Von B. L.van der Waerden. Unter Benutzung von Vorlesungen von E. Artin und 
E. Noether. Vierte Auflage der modernen Algebra. I. Teil. VIII, 292 8S. — Dritte Auflage 
der modernen Algebra. II. Teil. VIII, 224 8. (Die Grundlehren der mathematischen Wissen- 
schaften: Band 33 und 34.) Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Je Band 
geb. DM 29.60. 


Unter allen Darstellungen des Gegenstandes hat das bisher unter dem Titel ,, Moderne Algebra‘‘ 
erschienene zweibaindige Werk von van der Waerden seit der mehr als zwanzig Jahre zuriick- 
liegenden ersten Auflage einen besonderen Rang als Standardwerk, aber auch als leicht faBlich 
geschriebenes Lehrbuch eingenommen und bis heute erhalten. In der zweiten Auflage erfuhr 
das Werk eine weitgehende Umarbeitung, durch die einerseits die neuere Entwicklung, insbesondere 
der Theorie der Algebren, Bericksichtigung fand, anderseits der erste Band durch Einarbeiten 
gewisser Kapitel aus dem zweiten Band zu einer fiir den Anfanger besonders geeigneten Einfiihrung 
erweitert wurde. In den nun vorliegenden Auflagen wurden nur einige kleine Erginzungen neu 
aufgenommen und kleine Berichtigungen angebracht. Die Titeliinderung tragt dem Umstande 
Rechnung, da die vorgetragenen Theorien heute zum festen Bestande der Algebra gehéren. 

Die Ideen- und Begriffsbildungen der Algebra haben in fast alle Teile der Mathematik Eingang 
gefunden und in vielen Richtungen den AnstoB8 zu neuen Betrachtungsweisen gegeben. Aber 
auch in wichtigen Anwendungsgebieten der Mathematik, insbesondere in der Theoretischen Physik, 
haben sie sich als unentbehrliches und auSerordentlich fruchtbares Werkzeug bewahrt. So wird 
der Physiker oder wissenschaftlich arbeitende Ingenieur oft nicht ohne griindliche Kenntnis der 
Algebra auskommen. Auch ihm wird das vorliegende Werk, wie so vielen Mathematikern, einen 
zuverlissigen, leicht verstindlichen und doch sehr weit fiihrenden Zugang zu diesem Gebiet 
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Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. phil. Hans Hornich, 0. Professor der 
Mathematik an der Technischen Hochschule Graz. Mit 34 Textabbildungen. VII, 216 Seiten. 
Gr.-8°, 1950. Steif geheftet S 117.—, DM 19.50, sfr. 19.80, $ 4.70 
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Moderne algebraische Geometrie. Die idealtheoretischen Grundlagen. Von Doktor 
Wolfgang Grébner, o. Professor der Mathematik an der Universitét Innsbruck. XII, 212 Seiten. 
Gr.-8°. 1949. Steif geheftet S 144.—, DM 23.90, sfr. 24.80, $ 5.70 


Inhalt und MaB. Von Dr. Kari Mayrhofer, o. Univ.-Prof. der Mathematik, wirkl. Mitglied 


der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften in Wien. Mit 17 Figuren. VIII, 269 Seiten. 
Gr.-8°. 1952. S 218.—, DM 36.—, sfr. 37.—, $ 8.60 
Ganzleinen S 236.—, DM 39.—, sfr. 40.—, $ 9.30 


Grundlagen der hGheren Geodasie. Von Dr. phil. Friedrich Hopfner, Professor der 
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Gr.-8°. 1949. : S 152.—, DM 25.—, sfr. 26.10, $ 6.— 
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Wabhrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. finfiihrung in die neue Wabr- 
scheinlichkeitslehre und ihre Anwendung. Von Dr. Richard von Mises, Professor an der Harvard- 
Universitat, Mass., USA. Dritte, neubearbeitete Auflage. IX, 278 Seiten. 8°. 1951. 

S 110.—, DM 18.—, sfr. 18.50, $ 4.30 
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Einfiihrung : 
in die mathematische Statistik 


Von 


Dr. Leopold Schmetterer 


Professor an. der Universitat Wien 


Mit 13 Textabbildungen. XXIII, 405 Seiten. Gr.-8°. 1956 
Ganzleinen S 294.—, DM 49.—, sfr. 50.10, $11.65 


Ein einfiihrendes modernes Lehrbuch der mathematischen Statistik, das sich in erster Linie an den Mathematiker und an den 
mathematisch interessierten Statistiker.wendet, hat in der deutschsprachigen Fachliteratur bisher gefehlt. Diesem fiihlbaren 
Mangel entsprechend, hat der Verfasser, gestiitzt. auf seine Vor'esungen an der Wiener Universitat, das vorliegende Werk 
geschrieben, in dem er ausfihrlich auf die Ergebnisse der groSartigen Entwicklungen der letzten 25 Jahre eingeht, die 
freilich zum groGen Teil schon als klassisch bezeichnet werden kénnen und mit den Namen Fisher, Pearson und insbesondere 
Neyman verkniipft sind. Dariiber hinaus enthilt das Buch auch neuere Ergebnisse, die sich bisher wohl kaum in einer 
zusammenfassenden Darstellung finden. Dem Studierenden soll mit diesem Buch die Moglichkeit geboten werden, sich mit 
den Grundlagen vertraut zu machen und-jene Voraussetzungen zu erwerben, die fiir ein tieferes Hindringen in die Materie 
erforderlich sind. Eine Gegeniiberstellung der deutschen Ausdriicke und der analogen Termini der englischen Literatur im 
Anhang bildet einen niitzlichen Behelf fiir das Studium der fremdsprachigen Literatur. 


Konstruktive Geometrie 
fiir Techniker 


Von 


Dr. Fritz Hohenberg 
o. 6. Professor an der Technischen Hochschule in Graz 
Mit 432 Textabbildungen. IX, 272 Seiten. Gr.-8°. 1956 


Steif geheftet S 117.—, DM 19.50, sfr. 20.—, $ 4.65 
Ganzleinen § 132.—, DM 22.—, sfr. 22.60, $5.25 


Das Buch ist eine Zusammenfassung der Vorlesungen ,,Darstellende Geometrie fiir Bauingenieure und Architekten‘‘ und 


»,Darstellende Geometrie fiir Maschinenbauer und Hlektrotechniker“‘, die der Verfasser an der Technischen Hochschule in 
Graz hilt. Es bietet die geometrischen Grundlagen des technischen Zeichnens. Mit einem geringen theoretischen Riistzeug 
soll dem Techniker ein Optimum an praktischem Wissen und Kénnen vermittelt werden. Auswahl und Darbietung des 
Stoffes richten sich nach technischen Bediirfnissen und Interessen. Zahlreiche moderne technische Anwendungen bauen dem 
Leser die Briicke von der Theorie zur Praxis und erhéhen den Wirkungsgrad des Studiums. So soll das Buch einen organi- 
schen Beitrag zum Werdegang des Ingenieurs oder Architekten geben. Der Aufbau des Buches ist elastisch genug, daB sich 
aus ihm einzelne Lehrgiinge herausheben lassen, die verschiedenen technischen Studienrichtungen angepa&t sind. Das Buch 
wendet sich aber auch an den Mathematiker, vor allem an den Geometer, der sich fiir die technische Bedeutung und fiir 
die Anwendungen seiner Wissenschaft interessiert. 

In Teil A werden Grund- und Aufrig, Axonometrie, Perspektive und Rekonstruktionen behandelt. Teil B bringt die Dar- 
stellung und konstruktive Behandlung von Drehfliichen, Schraubflichen und anderen Flichen von technischer Bedeutung, 


sowie ein Kapitel tiber empirische Kurven und Flichen in kotierter Projektion. Teil © ist eine Hinfiihrung in die Geometrie 
der ebenen und raéumlichen Getriebe und Verzahnungen, 
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